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Vorwort. 


Nach langerer Pause, welche durcli memen tlbergang in ein neiies 
Lehramt bedingt wurde, folgt auf das zweite Heft der Tlieorie des 
Ereisels (erschienen 1898) numnehr ein drittes Heft. Dasselbe bildet 
nicht, wie es beabsiehtigt war, den SchluB des Werkes; es zeigte sicb 
namlich, daB sick der Stoff auBerordentlicb debnte, sobald das all- 
gemeine matliematiscbe Scbema der Theorie, gemaB dem urspriinglichen 
Plane des Werkes, auf die besonderen Bedingungen des Versucbes oder 
auf die mannigfacben Fragestelliingen der verschiedenen an der Kreisel- 
tbeorie interessierten Spezialwissenscbaften angewandt wurde. Deshalb 
sind in diesem Hefte von den Anwendungen der Kreiselibheorie nur die- 
jenigen auf Astronomie lind Greophyaik zur Darstellung gekommen; die 
r teclinischen und pbysikaliBcken Anwendungen verbleiben fur ein viertes 

- (letztes) Heft. 

^ Wakrend sick der Beginn der vorliegenden Lieferung inkaltlick an 

- die vorangekenden Kapitel anleknt und in einem Nacktrag zii Kap. VI 
den auf der Horizontalebene spielenden Kreisel behandelt (durch Nahe- 
rungsrecknungen mit stronger Feklerabsckatzung), gekt der Inkalt des 
Kapitels VII wesentlick iiber den Kreis derjenigen Probleme kinaus, 

:" welche in der analytischen Mecksmifc idealer Meckanismen behandelt zu 
1 werden pflegen. Hier werden die allgemeinen Erfakrungen Gber die 
r-Wirkung der Reibungseinfl-Qsse dargestellt und im Anscklusse daraii die 
^eibung im Stiitzpunkte des Kreisels und deren Wirkung, das Auf- 
rickten der Kreiselaxe, ausfuhrlick diskutiert. Da einerseits die er- 
fakrungsinaBigen Gtrundlagen fiir den Ansatz der Reibungsprobleme 
niekt sekr sicker sind, da andrerseifcs die matkematiscken Schwierig- 
keiten bei der strengen Durckfakrung des Ansate sekr groB sein 
warden, so wird die Bekandlung zum Teil auf graphisckem Wege, mit 
Zukilfenahme von Vernacklassigungen und Nakeriingsmetkoden durck- 
gefiikrt, wie solcke bereits an friikeren Stellen der Kreiseltheorie wieder- 
kolt empfoklen warden. Die Scharfe dieser Metkoden reickt vollig aus, 
sofern man ais eigentlickes Ziel ina Auge bekalt: von den in der Wirk 
lickkeit zu beobachtenden Ersckeinungeu ein.klares qualitatives und ein 
innefkalb der Peklergrenze der Beobacktungen genaues quantitatives 
Bild zu entwerfen. Heben der Reibung iin Stiitzpunkte werden als 


weitere, die ideale Ereiselbewegung entstellende Ursaclieii der Liift- 
widerstandy die Elastizitat des Kreiselmaterials und der TJnterlage be- 
riicksiebtigt. Hierbei waren zum Teil bereits die Eiicksichten auf spatere 
Anwendungen maBgebend, zum Teil sollten diese Untersuchimgen als 
ein Beispiel zur Mechanik der wirklichen ErscheimingeE oder, "wie es 
bier gelegentlicb ausgedriickt wird, zur irdischen Mechanik dienen (im 
Gregensatz zur himmlischen Mechanik^ in welcher die bier bebandelten 
Einfliisse meist nicbt in Betracht kommeii, oder zur reinen analytiscben 
Mecbaniky in welcher solcbe Einfliisse zu Grunsten der Eleganz der 
mathematischen Entwickelung gewohnlich vernachlassigt werden). In 
einem Nachtrag zu diesem Kapitel wird sodaim^ uuter Hinzuziehung 
von BeobachtungsmateriaV die Behaiidlung des auf der Ebene spielen- 
den Kreisels mit Riicksicbt auf die Reibung erglinzt. 

Kapitel VIII behandelt in einem ersten Abschnitt die astronomi- 
schen Anwendungen der Kreiseltheorie^ in einem zweiten die geo- 
physikalischen. 

In den klassischen Problemen der Pracession und der dureh die 
Mondbewegung erzwungenen Nutation konnten fiiglich neue Ergebnisse 
nicbt beigebracht werden. Der Gegenstand ist von altersher so er- 
scbbpfend behandelt worden, dafi die vorliegende Darstelluiig lediglich 
darauf hinziizieleii batte, die fiir den Nicbtfachmann nicbt immer durch- 
sicbtige Darstellungsweise der Astronomen durch ein anscbaulicberes 
Verfabren zu ersetzen. Das Mittel bierzu bot eine Methode von GrauB 
zur Storungsrecbnung, welch e bier nacb verscbiedenen Ricbtungen aus- 
gebaut wird. 

Ini Gregensatz bierzu sind die in dem geophysifcalischen Abschnitt 
uuteisucbteu Probleme zum Teil jungsten Datums. Es handelt sicb 
bier nameutlicb urn die freien Nutationen der Erdaxe, deren Periode 
von Chandler festgestellt wurde, und weiter urn die Erscheinung der Pol- 
scbwankungen uberbaupt. Sowobl in der Darstellung des objektiven 
Sacbverbaltes wie in der Erklarung desselben durfte die bier gebotene 
Behaiidlung entscbiedonc Portschritte aufweisen. Wegen der grund- 
legenden Wicbtigkeit der Prage wurden bei der Erklarung der vierzehn- 
monatlicben Chandierseben Periode auch die erforderlichen Hilfssatze 
aus der Hydrodynainik und der Elastizitatstbeorie aufgenommen und 
auf veremfaebtem Wege bewiesen. Perner wurde zur Erklarung der 
jahflichen Periode der Polschwankungen die Theorie der meteorologi- 
schen Massentransporte entwickeit, wobei sicb abermals die in den 
friiheren Heften betonte Impulstbeorie und die freiere, begrifflicbe Auf- 
fassung der dynamischen Differeiitialgleicbungen als besonders frucht- 
bar ei-wies. Den SebluB des geophysikaiiseben Absebnittes bildet die 
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. BeBprechiing der heruhmteii FoncaultschenKreiselyersuclie zum Nacliweis 
der Erdrotation. Hier kam es eiiierseits darauf an, unnotige matiiema- 
tische Schwierigkeiten auszuschalten, welche in den alteren Darstellungen 
der Foucanltschen Versuche einen breiten Raum einnehmen, andererseits 
die storenden Einfliisse hervorzukeliren und ihrer Grofienordnung nach 
^bznscbatzen, 

Auf Wnnsch memea bpehverehrten Lehrers P. Klein babe icb 
schliefiUcb darauf binzuweisen, daB ich bei der Abfassung dieses Heftes 
nocb in weit hohereni Grade wie bei den vorangehenden Heften iiber 
den Inbalt der urspriinglicben, von Herrn Klein gehaltenen Universitats 
vorlesung hinausgegangen bin. Die in Kapitel VII gegebenen Aus- 
fabrungcn zni- Mecbanik der storenden Einfliisse waren in jener Vor- 
lesung nur in allgemeinen Umrissen postuliert worden; die hierzn er- 
forderlichen Integrations- undKaherungsmethoden (auch in demNachtrag 
zu Kap. VI) so wie alle Einzelresuitate riibren von mir allein her. Was 
die astronomischen Anwendnngen betrifft, so erkannte Herr Klein die 
Vorziige des GauBischen Verfahrens, nach welchem er in jener Vorlesung 
insbesondere das Pracessionsproblem behandeltej die Anwendung des- 
selben Verfahrens auf das Problem der Nutationen sowie alles Zahlen- 
mafiige habe ich dagegen von ittir aus hinzugefiigt. Von dem Problem 
der Polschwankungeu war in jeUer Vorlesung uberhaupt nicht die Rede, 
sodaB die hier gebotenen etwaigen Fortschritte (Kap. VIll § 6—8) 
als mein Eigentum zu betrachten sind. Fiir die Auffassung der Foucault- 
schen Versuche waren die Gnmdbnien bereits von Herrn Klein vor- 
gezeichnet, 

Im iihrigen betone ich gem, daB mir das fortgesetzte Interease, 
welches Herr Klein an der Weiterfiihrung des Werkes genommen hat, 
sowie die mancherlei .Anregungen, die er mir bei Vorbesprechungen 
und bei der Korrektur zukommen lieB, meine eigene Arbeit wesent- 
lich erleichtert baben. Femer habe ich den Herren Schwarzschild 
und Wiechert zu danken ftir viele wertvolle Nachweise und Berichti- 
gungen zu den astronomischen und geophysikalischeii Gegenstanden. 

Mogedas vorliegende Heft nicht nur dem Mathematiker und Physiker 
von Kutzen sein, der die Mecbanik urn ihrer selbst wiilen treiht und an 
der Hand des hier so eingehend ansgefiihrten Beispiels zu einem tieferen 
und lebendigeren Verstandnis der Wissenschaffc vordringen will, sondem 
mdge dieses sowie das folgende Heft auch von den Vertretem der Astro- 
nomie, der Geophysik und der Technik gern zu Rate gezogeu werden, 
so oft dieselhen auf ihrem besonderen Gebiete mit der Theorie der 
Kreiselwirkungen in Beriihrung kommen! 

Aachen, im .Tuli 1903. A, Soiniuepfeld. 


Anliang zu Kapitel VI. 

§10. Der auf der Horizoataleben© $pielende Kreisel. 

Als degenstiick izur Theorie des Kreisels mit festem Stutzipunkte 
soil die Bewegimg des Kreisels mit horizontal beweglioliem Statzpunkte 
anhangsweise behandelt werden, also diejenige Bewegimg, an weiche 
Erwachsene und Kinder in erster Linie bei dem Worte „Kreisel- 
bewegung" denken. Wir beabsichtigen hierbei in analytischer Hinsicht 
lange nieht so weit zn gehen, wie bei dem vorigen Probleme, sondern 
werden zufrieden sein, wenn wir ein klares Bild von dem qnalitativen 
Gharakter der Bewegung entwerfen konnen. Dies gelingt, mit Um- 
gehung ailer analy tischen Schwierigkeiten, welclie sonst auftreten wiirden, 
wenn wir mit hegremter GenauigJcmt rechnen^ wie solches im Kap. IV, 
§ 9 empfohlen wurde. Wollen wir die Bewegung nnr mit deijenigen 
Scharfe feststellen, wie sie etwa die mit blolsem Auge angestellte 
Beobaohtung eines gewohnlichen Kreisel-Spielzeugs., ohne besondere 
Verfeinerung der Beobachtungamittel und dbne sorgsame Ausschaltung 
von Storungsursachen liefert, so konnen wir uns sogar mit einer recht 
geringen Genauigkeit begnflgen. Votn mathematischen Standpunkte 
ist offenbar auch eine grobe Kiiherung logisch befriedigend, so/ew wir 
den hei unserer Rechmmg mgelassemn Fehler abschatgen konnen. Auf 
diesen Punkt werdeu wir ini Polgenden besonderen Wert legen. Da- 
gegen wiirde es uns, bei Zugrandelegung des soeben genannten Mafs- 
stabes fUr die anzustrebende Genauigkeit, wertlos scheinen, durch 
Heranziehimg hoherer analytischer Hiilfsinittel den Genauigkeitsgrad 
der Rechnung weiter zu verfeinern. 

Von der den Kreisel tragenden Ebeiie werden wir yoraussetzen, 
dafs aie voUkommen glattf also reibungslos sei, da wir auf die Wirkung 
der Reibung ira iiachsten Kapitel znriickkommen. Der Gegendruck 
der Ebene, die Reaktion U derselben gegen den Kreisel, ist dann 
senkfecht gegen die Ebene, also vertikal gerichtet. Da der Stiitzpunkt 
0 nicbt mehr so sehr wie bei dem fruheren Problem ein geometrisch 
ausgezeichneter Punkt ist, werden wir nieht diesen, sondern den 
mechanisch ausgezeiohneten Schwerpunkt S zum Bezugspimkte im 
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Sinne Ton Kap. II, § 2 waMen. Die Verbindimgslinie OS heifst wi^ 
frilher die Figurenaxe, ihr Winkel gegen die Vertikale Die Ent- 
fernnng OS werde mit E, die Gresamtmasse des Ereisels mit M he" 
zeiclinet. Es werde abkQrzend P = MgE gesetzt^ so dafs P 
fttiher das Moment der Schwere um die zur Eigurenaxe seukrechto 
korizontale Axe dnrcli 0 bei borizontaler Lage der Figurenaxe be- 
dentet. Wir nebmen, worin kerne wesentlicbe Spezialisierung liegfc^ 
der Knrze wegen an, dafs das fiir den Schwerpnnkt konstruierte Trag'" 
beitsellipsoid eine Kugd sei] der alien Axen durcb S gemeinsame Wert; 
des Tragbeitsmomentes beifse A. 

Ala aiifsere Krafte kommen, da wir die Eeibung Yernacblassigeii^ 
nur die Scbwere Mg und der Gregendruek P in Betracbt, dessexx 
Grofse sicb aus dem Folgenden ergeben wird. Das Potential dear 
Scbwere ist (bis auf eine willkurlicbe Konstante) 

( 1 ) V=Mg^==E COB 

wo 0 = E C 08 & die vertikale Koordinate des Scbwerpunktes in deiia 
in Figur 68 angedeuteten festen Koordinatensystem ist. Dagegen lieferfc 
der Gegendruck B zur potentiellen Energie keinen Beltrag, da er keino 

Arbeit leistet, sondern senkrecb-fc 
* Bewegung seines Aii- 

/ griffspunktes gericbtet ist. Andrer- 

1 liefert die Scbwere in unserem. 

n / Bezugspunkte S kein Drehmoment,, 

wabrend der Gegendruck zu einem 

\//^ ! i / Drebmomente Anlafs giebt, welcbee 
X die „ICnotenlinie“ zur Axe bat, also 
X diejenige Linie, welcbe sowobl anf 

• der Vertikalen wie auf der Figuren- 

axe senkrecbt stebt. 

Wir fassen wie tiblicb die aufseren Krafte zu einer Eimelkrafl 
und einer EreJikroft (Kraftepaar) binsicbtlich des Bezugspunktes Sf 
zusammen. Nacb dem eben Gesagten ist die Einzelhraft hestcmdie/ 
vertikal gerichtet und gUich B~Mg. Die Axe der Drelikraft liegt 
dauernd horizontal und senkrecht zur Figurenaxe; der Grdfse naoh ist 
sie gleich dem Momente von R um S. 

Die wicbtigsten Aufscblilsse fiber den Verlauf der Bewegung lieferfc 
uns biei wie fiberall unser Impulssatz aus Kap. H, § 5, welcber uns 
in anscbeulicber Weise die Schwerpunkts- und Flacbensatze zusammen- 
fafst. Der Impuls zerlegt sicb bier ebenfalls in zwei Bestandteiie, den 
Einzelimjguls (oder Sebiebestofs) und den EreMmpuls (oder Drehatofs). 
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Die Komponenten des ersteren nach den im Raume festen Koordinaten- 
axen x, y,z werden wie frtther mit [X], [F], [^Z], die Komponenten des 
letzteren mit I, m, n bezeichnet. Wir werden anch die Komponenten 
L, M, N des Drehimpnlses nacli einem im Kreisel festen Koordinaten- 
system notig Haben, dessen Anfangspnnkt der Scbwerpunkt nnd dessen 
Z-kxQ die Figurenaxe ist. 

Nacb dem angezogenfen Impulssatze ist nnn die Anderungsgescbwin- 
digkeit jeder Komponente des Einzelimpnlses nnd des Drebimpulses 
gleieh dem augenblicklicben Werte der entsprecbenden Komponente 
der Einzelkraft und Drehkraft. Aus dem, was wir fiber Ricbtung 
nnd Axe dieser letzteren bemerkten, foigt aber, dafs die Horizontal- 
homponmten des Einzelimpulses mid die VertHcalkomponente des JDreh- 
impulses wdhrend der Bewegung Constant hleiben; die cmfseren Krdfte 
beeinfkissen nur die Vertikalkomponente des Schiebestofses und die JSori- 
zontodJcomponenten des BreJistofses. 

In Zeicben beifst dieses 

(2) [X] — const., [K] == const., n = const, 

Da nach pag. 102 [X], [X] nnd den betreffenden Schwerpunkts- 
gescbwindigkeiten proportional sind ([X] == Mx' etc.), so sagen die 
beiden ersten Gleicbungen (2) aus, dafs die Horizontalprojektion des 
Scbwerpnnktes eine gerade Linie mit konstanter Gesobwindigkeit durcb- 
lauft. Nattirlicb stebt und fallt dieses Resultat mit der Annabme, 
dafs im Stiltzpunkt keine Reibung auftrete. 

Kebmen wir den Impulssatz ffir die dritte Komponente des 
Schiebestofses (bez. den entsprecbenden Scbwerpunktssatz) binzu, so 
erbalten wir: 

Diese Gleicbung konnen wir als Besiimmungsgleichung der Bealdions- 
kraft auffassen; indem wir ffir [Z] den Wert Mz' eintragen, ergiebt sicb 

(3) JR = Ma" Mg. 

Aufser der Gleicbung n = const, bestebt auob bier die Gleicbung 

(4) N =“ const., 

wie wir aus dem „modifizierten Impulssatze" Ilb von pag. 145 scbliefsen, 
Nacb diesem Satze ist namlicb die Anderungsgescbwindigkeit des Dreb- 
stofses relativ zmn Kbrper nacb Axe und Grofse gleicb dem Dreb- 
moment der aufseren Krafte vermebrt um die resultierende centrifugale 
Drebkraft (vgl. pag. 144). Detztere verscbwindet beim Kugelkreisel 
scblecbtweg, die Axe des ersteren stebt nicht nur auf der Tertikalen, 
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sondem anch auf der Figurenaxe senkrecht Infolgedessen ist die 
l-iideraTigsgeachwindigkeit der Prehatofskomponeiite ^ nach der Figuren- 
axe glejick Null und diese Komponente selbst konstant, 

Eudlicii uehmeu wir nock den Satz der lekendigen T-^Y^^h 
kinzu. ,T setzt sick Mer aus zwei Teilen zusanimen, aus der lebeut 
digen Kraft der Drekbewegung Z'^ ^und aus der der fortsckreitenden 
Bewegung T^, Die letztere. drUckt sick durch die SoWerpunkts- 
gesckwindigkeiten ads und ist 

Wir filkren, wie beim .Kreisel init festem Punkte, die Abkfifzuttg 

(5) coed’s^ w 

ein und baben nack Figur 68 

0 ’=>EUf / =sJEw'. 

Bedenken wir nook, dafs die Oesokwindigkeitskoniponenten of tlnd y* 
Konstante sind, so konnen wir die beiden ersten Glieder ton Tj, mit 
der Konsfcanten Ji tereimgfc deuken und diese Glieder tinterdrlicken. 
Wir schreiben daker einfacher 




MM* 


Die lebendige Kraft der Drekbewegung untereckeidet sick in 
nickts yon der lekendigen ICjraft des Kreisels mit festem Stiltzpunkte. 
Der Ausdruck derselben durck' die tefse m =«cos«' wurde bereits 
pag, 222 entwickelt. Er lautet, ftir den Kugelkreisel spezialiaiert: 

rp _A \ u'\ , (JV'w — n)» , 2t*l 

Indem wir nock fdr F den Ausdruck (1) Fu benutzen, sokreiben 
wir die Dleichung der lekendigen Kraft folgendermafsen: 


( 6 ) 


It^> + 


(jsrn- 


A*(l 


«)* 


■k 2 i{ + fw»+ Pit -A 


Da nack, (2) und (4) und W Konstante sind, liefert uua die 
Torstekende GHeickung eine Beziehung zwiscken u und m' bez. zwiscken 
u und aus welcker die weckselnden Neigungen der Figurenaxe gegen 
die Vertikale als Funktion der Zeit entnommen werden koimen. Wir 
recknen, indem wir auf gleicken Nenner bringen, zuuackst aus und 
erbalten M * *=3 mit Einffiki’ung der Abkurzung ?7 

(7) TTi. ^Ahit —ii*) ~ SAPuji^u*) — N * — n* 

Aa(l — «■*) ^ ^ i 

a ~ ME^ bedeutet dabei das Tra-gkeitsinoment der im Sckwerpunkte 
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konzentrieii gedackteri Gesamtmaflse M um eine zur Fignrenaxe senk- 
rechte Gerade duxcli 0. Es folgt nim: 



J If-yr Oder 

I 4 . /* 

’ Jw' 


Wir wollen sogleicli eine entspreclieiide Darstellung fiir den Winkel 
Ip geben, den die Knotenlinie des Kxeisels mit einer beliebigen festen 
borizontalen Geraden bildet. (Den dritten Eulerscben Winkel ip werden 
wir im Polgenden niobt explizit notig haben.) ip bestimmt sich nacli 
pag. 222 Gleichnng (4) aus: 

‘dib _ n — jycos<8‘ 
dt Xsin*# * 


also wenn wir wie vorher cos S' == u setzeii, aus 

dip n — Ntt 
dt ~ A(l —u*) * 


Wir integrieren, indem wir dt nacb Gl. (8) dnrcb du 
erhalten: 


(S') 




I 


n — Nu du 
J(i — «*) y ij ' 


ansdrucken und 


Die in den Gleichnngen (8) und (8') gegebene Integraldarstellung der 
Bewegung, die scbon von Poisson*) herrdhrt, vergleichen wir zuniicbst 
mit der entsprecbenden Darstellung, die frttber (pag. 223) fur den 
Kreisel mit festem Punkte entwickelt wurde. Es zeigt sicli dabei 
einerseits eine grofse Analogic der Formeln, wir bemerken aber andrer- 
seits, dafs der Ausdmek von U jetzt etwas komplizierter ist wie Mber. 

Wabrend der Mhere Ausdruck U drei Nullstellen und eine tjn- 
endlichkeitsstelle besafs, hat unser jetziges U drei Nullstellen (die- 
jenigen Werte von u, ftlr die der Zabler verschwindet) und drei Un- 
endlichkeitsstellen (namlich den Wert u --=^ 00 und die Werte, ftlr die 
der Nenner verschwindet). 

Aus der Analogic der jetzigen und der friiheren Formeln folgt 
unmittelbar, dafa ein Teil unserer friiheren Resultate ungeandert be- 
stehen bleibt. So kdnnen wir z. B. den Beweis fiir die „Periodizitats- 
eigensohaften der Bewegung^^, von denen friiher die Rede war, auf den 
vorliegenden Fall unmittelbar iibertragen, indem wir die Schliisse von 
Kap. IV, §4 wortlich wiederholen. Es andert sich also ^ und y jo 
um einen bestimmten Zuwache, namlich um eine sog. „Periode" wah- 

*) Vgi. PoisBon, Traits de M^canique 11, Nr. 434 £F. 
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rend die Integrationsvariable u zwisclien denjenigen beiden Wurzel- 
werten und von XI bin- nnd hergefiibrt wird, die im Intervalle 
— 1 und 1 liegen. 

Diese Periodizii^t taritt besonders deutlich in der Bahnkurve her- 
Yor, die der Stiitzpunkt auf der tragenden Horizontalebene bescbreibt 
und die jetzt passend an die Stelle der in Kap. lY betracbteten Babn- 
kurven tritt. Wir konnen obne Beeintraebtigung der Allgemeinbeit 
annebmen, dafs die Projektion S' des Scbwerpunktes S auf die Hori- 
zontalebene festliegfc, daXs also die bo:^izontale konstante Scbwerpunkts- 
gescbmndigkeit im beaonderen den Wert Null bat. (Im anderen Falle 
braucbten wir in der Horizontalebene nur statt eines festen eiu mit 
der borizontalen Scbwerpunktsgescbwindigkeit gleicbformig fortscbrei* 
tendes Axenkreuz zu Hrunde zu legen; die im folgenden zu zeicbnende 
Pigur wiirde dabei in Ricbtung dieser Gescbwindigkeit in leicbt er- 
sicbtlicber Weise auseinandergezogen werden.) Unter dieser Annahme 
wandert der Schwerpunkt auf der festen im Punkte S' errichteten 
Vertikalen auf und ab und die Babnkurve ziebt sicb zwiscben ;swei 
konzentriscben, um den Punkt S' bescbriebenen Kreisen bin und ber, 
die den beiden Neigungen cos -O' und cos -O’ = 6^ der Pigurenaxe 
entsprecben. Aus den genannten Periodizitatseigenscbaften folgt dann, 
dafs die aufeinander folgenden BCgen der Babnkurve zwiscben den 
beiden Kreisen und wecbselweise symmetriscb und kongruent 
verlaufen. Zur qualitativen Veranscbaulicbung der Babnkurve konnen 
direkt die fi-uheren Piguren aus Kap. lY, § 1 und 2 in siungemafser 
Modifikation dienen; fiir einen besonderen und besonders wichtigen 
Fall werden wir die Babnkurve im Folgenden genauer berecbnen und 
die Boeben angedeuteten tJberlegungen im Einzelnen durcbfilbren. 

Andererseits wiirde die verscbiedene Bauart unseres U im jetzigen 
und frbberen FaUe aucb mancbe Unterscbiede in der weiteren analy- 
tiscben Bebandlung mit sicb bringen. Man bezeicbnet die Integrate 
in (8) und (8'), da sie um einen Grad komplizierter sind wie die 
friiberen elliptiscben Integrale, als hyjperelUpUsche. Der Unterscbied 
beider zeigt sicb besonders im komplexen Gebiete, wenn wir versuchen 
woUten, unsere Grofsen u und ijj als Funktionen der Zeit fiir alle 
(aucb die komplexen) Werte von t darzustellen*). Ea iat aber nicbt 
uiisere Absiobt, auf die bierbei auftretenden Scbwierigkeiten irgendwie 

*) u und Ip sind im Komplexen nicbt mebr eindeutige Funktionen von 
wobl aber lassen sicb, wie man in der Theorie der sog. automorpben Funktionen 
zeigt, u, 'ip und t fdr den ^anzen komplexen Wertebereicb dxurcb eine Hiilfs- 
variable eindeutig darstellen. Vgl. bierzu F. Klein: Tbe matbematical theory 
of tbe Top. Princeton Lectures. New York. 1897, insbes. den letaten Abacbnitt. 
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einzugehen, Fiir die numerisclie Belierrscliimg der Ereiselbewegung 
im Reellen, die doch allein unser Zweck sein kann, wurde bei dem 
gegenwartigea Stande der Theorie aaf diesem Wege nicbts gewoanen 
werden. Eher wiirde sicb bierfiir eia Verfabren empfeblen, welcbes 
Weierstrafs*) in allgemeinen Ziigen fur alle abnlicben Probleme 
entworfen bat und welcbes darauf abzielt, u als Funktion von t durcb 
eine trigonometriscbe Reibe mit beliebiger Grenauigkeit zu berecbnen. 
Indessen konnen wir aucb von den bierdurcb bedingten, immerbin 
ziemlicb umstandlicben Recbnungen abseben, da wir uns, wie oben 
begriindet wurde, mit einer geringen Genauigkeit begniigen werden. 

Speziell werden wir uns fiir das Analogon der fdiber bebandelten 
pseudoreguldrm Frdcession interessieren, weil diese durcb die gewobn- 
bcben Antriebsvorricbtungen in der Regel reabsiert wird. Wir woilen 
also voraussetzen, dafs der Eigenimpuls N „sebr grofs seb^. Dies soil 
(vgl. pag. 293) bedeuten, dafs das Quadrat von .JSf grofs sei gegeniiber 
der gleicbbenannten Grofse AP. Z. B. konnen wir voraussetzen: 

A5>100AP. 

Femer woilen wir etwa annebmen, dafs der Kreisel zu Beginn der 
Bewegung (t -= keinen seitlicben Anstofs bekommen batte, dafs also 
seine Anfangsbewegung aus einer reinen Rotation una die Figurenaxe 
bestand. Dann begt der anfanglicbe Drebimpuls in Ricbtung der 
Figurenaxe und ist mit N zu bezeicbnen. 1st die anfanglicbe Neigung 
der Figurenaxe gegen die Vertikale und setzt man cos — so 
wird die Projektion des Drebimpulses auf die Vertikale 

(9) n == Ne^. 

Ueberdies erkennt man, dafs fiir t = notwendig m' = 0 sein mufs. 
Denn die Figurenaxe ist nacb Voraussetzung zu Beginn Rotationsaxe, 
kann also ibre Lage im Raume momentan nicbt andern. Aus u ~0 
folgt nacb Dl. (8) C/'-O, d. b. 

2Ah(l ~ e/) - 2APe,(l ~ V) + 

Hieraus entnebmen wir den fiir unsere Bewegung giiltigen Wert von 
/«, indem wir n nacb (9) durcb N ausdriicken, namlicb 

( 10 ) 2Ah = 2APe^AN^ 

Wir woilen zunaobst U in seine Linearfaktoren spalten. Im Zabler 
von U mufs sicb der Faktor u berauszieben lassen, da ja U fiir 


tlber eine Gattung reell periodisclier Funktionen. Monateberichte der 
Berliner Akademie 1866 , pag. 97 . 
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u =* yerschwindet. In der That ergiebt sicb aus (7) init Riicksiobt 
auf (9) tind (10) : 

(€„ — u) (2 A P (l ~ u*) — — u)): 


(11) 


tr- 


iL* 4«(I — 

Die Wditeren Verscbwindungsstellen des Zahlers und Neimers mbgen 
bez. ±e beifsen. Indcm man den Nenner gleicb Null setzt, 
ftndet man: 

(12) ^ 


l+1i 


fernel: ergiebt sich dnrcb Nnllsetzen deg Zablerel und Aufiosnng eitter 
quadraiischen Gleicbung: 


(13) 


A - 

JV* / 
44 P' 

^ 1 
.V-1 


1 

4AP' 



SAPe, , WA’P 

— r 


-w 






84Pco 

164*P»^ 

1 JV* 

jy* . 7 


I Cq j ist der geometriscben Bedeutnng naob < 1 , [ c I back Gl. (12) > 1. 
Da wir als kleine Zabl yoranggetzen, konneh wir, um, die 

Grofeenordnung yon und fegtzustellen, die Quadratwurzel in (13) 
nacli dieser Grofse enttrickein und erbalten; 


(14) 




N* 

2AP 


24 P 

+ • • 




Eb igt also ^ yrenig kleiner wie e, sebr grofs. Die gegenseitige 
Lage der ftliif SteUen Ci, ^8> ± e wird durcb Fig. 69 yeranscbauHcbt. 


H. 


~e 


Fig. (59, 




Darch seine Linearfaktoren dargestellt, nimmt daber U die Form an; 

^15'\ ^ ^ (t* — ^ Cl) (gf — a) . 

2JP 

der Paktor ~ bereebnet gicb daraus, dafs sick ZJ naeb der Mheren 

2P 

Dai-stellung (11) fttr m = oo wie —u yerbalten inufa. 

Betrackten wir nun das Integral (8). In diesem mufs u not- 
wendig zwiachen den Qrenzen — 1 und + 1 liegen und dt reel! und 
positiy sein. Beginnen wir also die Integration mit dem Anfangs- 
werfce u ^ Cq, so mufs u zunacbst abnebmen bis dann zunebmen 
bis ®iber Dnterscbreitimg yon Cj oder einer 15 


§ 10. Der auf der Horizoiitalet3etie spielende Kreiael. 521 

vott Co imaginarer Wert YOU dt entspreclien wikde. (Damit 
positiv ausfaJit, ist es nur nStig, das tmbestiinmte Vorzeicken von 
'pW bei jeder Umkehr der Integrationsrickttmg ebenfalls iiinznkebren.) 
pie Integrationsvariable u ist also auf das enge Gebiet zwiscken 
nnd Cj eingesckrankt. Wir sckliefsen darans, dafs sick der Faktor 
fig — w wakrend der Integration nur sekrwenig andert, da sein Maximum 
Cj — (% und sein Minimum Cg — sowokl wegen der GrSfse von e, 
wie wegen der Kleinheit von nake ztisammenfallen. Wir kdnnten 

ihn kiemack aniiahernd konstant setzen, etwa gleick 


Kack (8) und (15) ist nun die genam Zeit gegeben durck; 


0 “ y 2P J y (e,-^u)iu~e^) (c,~«) 

«g'' . 

wenn den der Anfangslage u ^ entspreckenden Zeitpunkt be- 
zeidbnet, Wir ftihren daneben eine cmgmdherte Zeitbestimmuiig ein, 
indem wir ^ — w durck den angegebenen Naherungswert dj — er- 
setzen, sckreiben also: 




• m) 


Diese beiden Zeiten stehenj wie man leickt einsieht, in der Beziehung 
zu einander, daTs stets 

Haben wir also den angenaherten Wert der Zeit bestimmt, so ist 
damit der wakre Wert innerkalb sekr enger Grenzen bekannt. ITm diese 
Grenzen nook naker fesizusetzeu; sckreiben wir nack (14): 

v?=|-o-t5+-)(>+4;+-)-‘-^+- 

Wenn z,B., wie wir pag.619 voraussetzten, W*>100 J.P ist, so weichen 
diese GrSJiien von der Einkeit nm weniger als 1G“* nack der einett 
Oder anderen Beite kin, ak und unsere angenakerte Zeitbestimmnng 


I 





- .. J- _ 
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unfcersclieidet sich von der wahren urn '9reniger als - 0 ^%. Ftir prak- 

tisclie Zwecke diirfte diese Abweiciiung liberliaupt nickt in Betraclit 
kommen. 

Durch die Einfaiirung unserer angenahertec Zeit ist aber das Pro- 
blem aus dem aebiete der bypereUiptiscben in das der eUiptiscben Iii- 
tegrale verlegt. Wir konnten auf das Integral (16) die Mberen Me- 
thoden unmittelbar anweuden imd u ah dliptische FunMon der an- 
gmaherten Zeit f darstellm. Die erforderlicbe Feblerabscbatzimg iafst 
sick alsdann aus der Dngleiclinng (17) entnebmen. Wir woUen aber 
noch einen Schritt *weiter gehen und die Berecbnnng auf elementare 
Funktionen zuriickfuliren. Bemerken wir zn dem Zweck, dafs sick auck 
der Faktor e^-u^ wegen der Kieinkeit des Integrationsintervalles 
nur wenig anderfc und naherungsweise gleick 

gesetzt werden kann. Dementspreckend ftihren wir eine zweite ge- 
nakerte Zeitbestimmung ein, indem wir sckreiben: 


(18) 


t == i/3!ES / 


du 


— m) (u — Cl ) 


Zwiscken |und f bestekt dann die Ungleickung: 
(19) 




_jr 


Dae Grrenzen, die kiemack dem wakren Zeitwerte gezogen sind, sind 
nickt mekr so enge wie vorher. Man berecbnet namlick nach (14); 

(l - + (l+Y7*- + '--) = l 


2 e* 


*1- 4- 




APe,{t-e,^ 

JV» 


~ T%r + ••■) (l + i = 1 + !?• 

1 _ 


2 e* 




1 4_ lA? ^0 ^0*) [ 

^ JV* e* k 


Diese i aktoren weicken also immer nock um weniger als — 10~^ von 
de r Emke it ab; da die in (19) aufserdem nock kinzutreteSlen Faktoren 

y e, — Bj. l^'e, — eg kokerer Ordnung gleick 1 waren, so ist 
damit auck die Abweickung der wakren Zeit ^ von der angenakerten 
Zeit t festgestellt. Diese Abweickung betragt weniger als 1 % der 
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wahren Zeit, ist also nicM mohr so klein, wie Torher, aber fiir unsere 
Zweeke klein genug. 

Das Integral (18) fubrt auf cyklometriscbe Funktionen. Der Be- 
quemlichkeit wegen fukren wir die Abkiirzungen e, v, to ein, indem 
wir setzen: 


( 20 ) 

dann wird 


" C-t 


AP 




u 

f 


jluV. 

V 2P eg — ’ 

V 

/ dv 


du 


- V. 7t 

arc sm --- 

e 2 


also 

( 21 ) 


It \ 


arc sm 


f) 


m bedeutet dabei die naherungsweise berechnete Zeit^ wabrend welcber 
M das Integrationsinteryall von bis oder v das entsprechende Ge- 
biet von + a bis - s einmal durcblauft. Wir nennen © die „halbe 
Periode der Kreiselbewegung". Sie ist gleicb derjenigen Zeit, wabrend 
welcber die Figurenaxe aus der einen aufsersten Neigung in die andere 
aufserste Neigung oder aus der niittleren Neigung in eben diese 
Neigiing auf kiirzestem Wege zurdokkebri Nach der Zeit 2aj wioder- 
bolen sicb die ISTeigungen der Figurenaxe periodiscb. Der nocb un- 
bestimmt gelassene Zeitpimkt moge der Bequemlicbkeit balber gleicb 

genommen werden, der Nullpunkt der Zeit t" also mit der mittleren 

Neigung der Figurenaxe (i; = 0 oder w-Wq) znsammenfaUen. Gleicbung 

(21) gebt dann fiber in: 

(22) t" = — - arc sin — • 

•n £ 


Fs iiegt auf der Hand, dafs wir diese Beziebung lieber „um- 
keh ren“ iind in der folgenden Form schreiben werden: 

(23) 7 ) = £ sin ?1- Oder u = « + « sin • 

“ “to 

Dainit sind die wecbselnden Neigungen der Figurenaxe in explmter 
Weise ah FunMion der angenaherten Zeit t" besehrieben. Um den bei 
dieser Berecbnung zugelassenen Fehler abzuschatzen, d. li. um den Wert 
^on u, dei zu der wabren Zeit t gehort, in Grenzen einzuscbliefsen, 
biaucben wir nur die Ungleichung (19) in gewisser Weise ebenfalls 
^ iihizukebren. Diese Ungleicbung sagt uns, wieweit die wabren und 
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angeuaherien Zeitexi^ die Ku gleidtem w gehoren, hochsteus von ein- 
ander abweichen. Wir kSnnen sie anch so schreiben; 


(t ~~ /q) >< t" — “ (q < 




Der wabre Wert von w, d. h, der Wert von u ziir Zeit mnfs bier* 
nacb gleicb einem deijcnigen Werte sein, welcbe sicb nacb Formel (23) 
fttr das vorstebend bezeicbnete Intervall der angenaberten Zeit bestiramen. 
Da (von der Umgebung der Integrationsgrenzen und abgeseben) 
ti mit wacbsendem f besi^dig wacbst oder bestandig abniramt, so 
konnen wir aucb sagen: Det wahre Wert von u ist zwischen denjenigm 
Wert&n entlioUen^ welcihe sudi fw die a/ngeiMiherten Zeitpwnkte 




nach Gteichung (23) herechnen. Die gewfinscbte Feblerabscjbatzung ist 
damit geleistet. 

In entsprecbender Weise verfabren wir mit dem Winkel f in 
01. (S'). Setzen wir fiir w und 17 die Werte aus (9) und (15) ein, so 
ergiebt sicb zunacbst 

w _ 

Wir konnten aucb bier wieder ein angenabertes Azimuth t' einfiibren, 
welches sicb dureh ein elUptiscbes Integral berecbnen lafst, indem 
wir den Fakior eg w ersetzen durcb e^ — Uf^, Indessen geben wir lieber 
gleicb einen Scbritt weiter und scbreiben: 

(26) lb" =« ^ —1— 1/CEZE5! f _j«o ~ «) dit 

1— f 2P ^ — ttp J 

sodafa sicb die weitere Eecbnung im kigonometrischen Oebiete abspielt. 
Wir substituieren ais Integrafcionsvariable die angenabert© Zeit f't nacb 
01 (18) und (23) baben wir 


— l/X^rV f (gp -w) 

Uf,* F 2P ^ — ttp J VTeT^ u) (t 


und daber 
(27) 


« «=» + * sin — 


V 2P Wo — u) (u ’ 

• "Xi" /. 

! gia ^ € ^1 — sin 
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0'40 


Die Intepafaorakonstaiite wiirde hierbei so gewaklt, dafs yer- 
BcWdet fdr Wiederum ist der angemherte Wert von 

Ip (US expimte FmikUon der angmaherten Zeit t" daraestellf 

Zwische. den. wnhreu Arinxuth ^ nnd den. genrln ^' beeteht 
me der Vergleicli Ton (26) und (25) ergiebt, die Beriebnng, 

(28) 




■ e, —. u. 

■ %(, * fi, C- 


a 1P". 

'■0 

Da beide Paktoren,,n.it deuea mnltiplkiert ist, wenig von 1 yer- 
sohieden sind, ist bierdnrcb der -srabre Wert TOn tl> mit Hidfe dee an- 
genaherten in enge Grrensien emgeschlossen. 

' « ^ sich die iibrigen auf die Kreiselbewegung be- 

zilglicben Grolsen darstellen. Besonders werden wir ims fiir die Bahnr 
Mrm des SmprnUes in der tragenden HorizonUebene interessieren 
well diese bei der Bewegung in erster Linie ins Auge fallt imd sicb 
aucb expenmentell bequem aufzeichnen lafst (vgl. dag foig. Kap. § 10), 

' wir iins eine komplexe Variable g ans! 

sodafs der Nnllpunkt derselben mit dem Pnnkt S' zusanimonfallt. Den 
wecbselnden Lagen des Stiitzpunktes 0 entspricht dann eine Folge yon 
^ Babnkurye sowie das Zeitmafs, in dem sie yon dem 
S^zpankt durcblaufen wird, sind yollatandig bokannt/ wenn wir diese 
^Werte als .Fvmktion der Zeit m der Form dargosteUfc baben, 

Zimachst isl; der absolute Betrag yon | naeb Fig., 68 leicht anzu- 
geben; es ist naralich 


1^1 OS' E sin # jF y i — 

Sodann ist der Winkel des Stmbles 0^' (der Projoktion dor Figuren- 
axe auf die Honzontaiebene) gegen oinen beliebigen festen Strabl dioser 
Jl^beiie bis auf eine Konstante gleich dem Wiiikel dm die Knoten- 
Imie gegen eine beliobige feste bumontale Derade bildet. 

'-^er Balmkmwe achreibt sicb daber in der folgenden 

wobei die Berechming von m und xp nacb GL (23) und (27), die Febler- 
besiimmuivg nueb Ungleicbimg (24) und (28) zu erfolgen hat. 

"Wir werden deu Gang der Reebnung sogleicb an einem Zablen- 
beispiel erliintem. Vorher wird es gut scin, urn den Cbarakter der 
Bahnkurve zu veranBchaulicben, weniger genau zii yerfabren. Wir woUen 
einmal den Untersebied zwischen wabrer und geniiberter Zeitbestimmung 
vemaGhlassigon und aucb sonst einige Vereinfaebungen eintreten lassen 
die sicli durcb Entwicklimg nacb der aJs kiein vorausgesetzten GrdJTso 

Kleia-Sommorleld, KrofBolbewogung. III.Autl, a* 
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ergeten. Wir sclireiben. in dem Sinne: 
w ~ mq -|- 5 sin — , yi — == yr 




Hiernacli wird die Tereinfaclite Gfleiclmng der Balmkurve 


m ^t\ 

— cos — 

9F ca } 




APUf. . nt\ ■ 
^sm~)e 


[« - fo + ~ o<J« — 
V St 0) i 


Dieselbe legt folgende Deutnng nabe: Im Mittel bewegt sicb der Stutz- 
punkt um den festen Punkt S' anf einem Ereise vom Radius Eyi — 

mit der konstanten Wmkelgesch.windigkeit ^ berum. Dieser Teil der 

Bewegung wird als eine regulare Emmsion der Pigurenaxe zu be- 
zeicbnen sein. Ibr liberiagert sicb eine Scbwankung oder Nutation der 
Figurenaie ?on der Periode 2 to, vermoge deren sowobl Grofse als 
Ricbtung des Fabrstrabls S'O periodiscb abgeandert wird. Zeitdauer 
und Betrag der bTutation sind gering, desgl. im allgemeinen die Winkel* 
gescbwindigkeit der Prazession. Die DahnJcu/rve des Stiltspu/nktes he~ 
steht daher aus einem Kreise mit mhlreichen auf ihm aufsitzenden Zachen; 
sowohl wegen ihrer Kleinheit wie wegen der Schnelligkeit, mit der sie 
dwrcMaufen werden, entzieJim sick die Nutationm der grohen Beohachtung 
wid die Bewegung erscheint in erster Linie als eine regulare Prazession. 
Sie bat ganz denselben Cbarakter wie die friibere pseudoregulare Pra- 
zession des Kreisels mit festem Stbtzpunkte und stimmt mit dieser 

aucb in der Grofse der Prazessionsgescbwindigkeit ~ iiberein. 

Wir kommen nun zur genanen Durcbftibrung eines Zablenbeispiels. 
TJnser Kreisel sei ein bomogener Rotationskegel von der Hobe fe = 8cm, 

sein Scbwerpunkt S' Hegt in der Entfemung = 6 cm von seiner 

Spitze 0. -SoE das fiir den Scbwerpunkt konstruierte Tragbeitsellip- 
soid eine Engel sein, so mills der Radius des Gfnmdkreises r gleicb 
der balben Hobe sein. Man iindet namlicb nnscbwer fiir die Tragbeits- 
momente (7, Ax, A um die Pigurenaxe, bezw. um eine zur Figurenaxe 
senkrecbte Axe durcb 0, bezw. um eine ebensolcbe Axe durob Si 


C=^^,Mr\ Ax 


M (r8 + 4^2), ^ -f | A®), 
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wo M die geeamte Masse des Kreisels isfc. Durch Grleichsetzen der 
Werte yon A und G ergiebt sich in der That 


A = 4 cm. 


Mithin wird 


^ - C =. I? Jf, a = Jlfil" =. 36 Jf 

und 

i = ro> 6^-1 + ^=-1,133. 

Die anfangliche Rotation j welohe um die Figlirenaxe erfolgen goUte; 
moge die Umdrehungszahl 20 pro Sekunde besitzen, sodafs die Winkel- 
geschwiudigkeit 23E • 20 betragt. Es ist dann 

4^2 . 400 -A^ 

und 

_ 4 jg* • 4 0 ■ 48 4 : 40 • 48 

MgE 981,0 -6 “ 

Wir haben also dieses Verhaltnis erheblich kleiner gewablt, als es yor- 
her yorausgesetzt wurde, weil sonst die zu zeichnende Eigur gar zu 
wenig charakteristisch ausfallen wilrde und die Bahnkurye yon einem 
Kreise kaum zu iinterscheiden ware. Der Grad der Annaherung^ der 
sich ja wesentlich durch die Grofse dieses Verhaltnisses bestimmt, wir'd 
dementsprechend im folgenden etwas weniger gftnstig ausfallen ^ wie 
bei der allgemeinen Betrachtimg. Dies schadet indessen nichts, da uris 
an dieser Stelle nicht die Kleinheit des Pehlers sondern seine Ab- 
schatzung in erster Linie interessiert. In der Aiifangslage (zur Zeit Q 
mdge die Figurenaxe den Winkel 45® gegen die Vertikale bdden. Es 
ist dann 


0,707. 


Die Grofsen und ergeben sich durch Ilullsetzen des Zahlers yon 
U, also nach (11) durch Auflosen der quadratischen Gleichung: 

2AP{1~~-u^)==^N^€^~u). 

Setzt man die angegebenen Zahlenwerte fttr ~ und ein, so erhElt 


M* — 6,439 u 
Es wird daher 


3,562, Cl = 0,609, c, = 5,830. 


0,049, Uq 


^0 

2 


0,658, V==0;433, 


= ]/“ 


(e* — «o*) 
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N 


A 1 — yic 


0,220. 


Wir bereclmen D.ocli die folgenden Faktoren, welclie nach (24) mid 
(28) fill* die FeUerabsckatzmig weseiitlicli sind: 


V: 


e, — e. e* 


- u. er — e. 


1 - 4 , 6 . 10 - », Y\ 

1 - e, * y W- 

1 

l-eo* y e'- 


■ «« er 


1 + 5,7 • 10-8, 


-M — e 


*- = 1 - 1 , 6 . 10 - 1 , 


:^l^=i+i>9.io-i 

Nun bestimmen wir die Balinkurve und zwar beispielsweise dasjenige 

Btiick dereelben, welches von der Anfangszeit ^ = -® bis zur Zeit 

— — durchlaufen wird. Zwischen diese. beiden Zeitpiinkte sohalten 

wir noch fiijif aquidistante Zeiten ein. Die Lange eines 

zwischen ihnen enthaltenen Zeitintervalles betragt dann ^ • Diesen 

„waliren^^ Zeitpunkten. ordnen wir nach. Q-l. (24) je zwei „angenaherte“ 
Zeitpunkte zu. 

Z. B. gehoren zn die beiden Werte 
f == (1 - 4,6 > 10-2) __ ^ _j_ 5^7 . JQ-2^ 

Bilden wir lieber das Prodnkt welches in unsem Formeln als 

Argument dor trigonometrischen Funktionen vorkomnit, und driicken 
dieses in Gradmafs ans, so ergiebt sich 


bezw. 


nt 

a 


== ~ + (1 — 4,6 • 10-2) _ 9Q0 _|_ 2go 37' 
= f + (1 + 5,7 . 10-2) _ 900 310 43'_ 


Nach Grl. (23) gehoren zn diesen beiden genaherten Zeiten die folgen- 
den beiden -Werte: 


bezw. 


u = 0,658 -f 0,049 cos (28^ 37') = 0,701 
u = 0,658 4 - 0,049 cos (31° 43') = 0,699. 

Mithm kann der wahi'e Wert von.if zur Zeit gleichgesetzt werden 

= 0,700 ±> . 0,001, 
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unter O’ (ebenso wie iiiitea unter einen unbekaxuateri eckten 

Bruch verstandeu. 

Aus den Grenzen fiir u ergeben sick entsprechende Grenzen fur 
die Lange des Vektors S'O ^ E yi ~ Drucken wir letztere in mm 
au 9 , so finden wir dafiir die beiden aufsersten Werte 42,78 und 42,90 mm, 
Wir Bckreiben daher fiir t == E yi — == 42,84 ± O' • 0,06 mm. 

Es kandelt sick sodann um die Richtung des Vektors iS^'G zur 
Zeit k; also urn, den Winkel Wir bereeknen zunaokst die Nakerungs^ 
werte welcke nack Gl. (27) zu den oben angegebenen Grenzwerten 
ton t" gekoren, n’amlicb fiir 

^ - 90" + 28" 37', = 0,220 (28«37' - ^ sin 28" 37') = 16' 

^ == 900 _j- 310 43 '^ _ 0,220 (31" 43' - sin 31" 43') = 21'. 

Der erste dieser Werte entspricht der Neigung u — 0,701 der Figuren- 
axe; die Unsiokerkeit desselben foigt aus der Ungl (28), welcke besagt, 
dais fiir den wakren Wert von i> bei eben jener Neigung gilt: 

(1 - 1 , 6 . 10 - 1 ) 15 ' < ^ < (1 + 1 , 9 . 10 - 1 ) 15 ' 

Oder 

13' < ^ < 18'. 

Ebenso ergiebt sick fiir den wakren Wert von ^ bei der ISTeigung 
w = 0,699 der Pigurenaxe aus (28): 

(1 - 1,6 . 10-1) 21' < ^ < (1 4 - 1,9 . 10-1) 21' 

. 18' <t< 25'. 

Da zur Zeit wie wir saken, die Grofse u jedenfalls zw'iscken 

w == 0,701 und 0,609 liegt, mufs der Winkel ij; jedenfalls zwiseben 13' 
und 25' enthalten sein. Wir sckreiben daker ffir t = 

^ = 19' ± O" . 6'. 

In derselben Weise sind die Grofsen u, E yi — u^, i) fiir die Zeit- 
pnnkte t = ... zu beatimmon. (Fur den Anfangswert i ~ er^ 

giebt sick offenbar und zwar genau w = 0,707, jE']/l — =42,43 mm, 

^ = 0.) Das Resultat der Rechnung entbalt die TabeUe von pag. 530; 
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■ t. ZaUen fat Fig. 70 gezeidmet. Sie zeigt, wie 

sicli ieBaJmknrve CTriaohen den beiden Begrenzmigsbefaen yom Eadius 

nr, w— 


V-42,4mni^ ,und Ei V'l-e.»»47,6mm bin- und bemeht. 
Den ^ofseren der beiden Kreise tangiert eie, auf dem Heineren sitzt 
sie mit bpitzen auf. Daft wir mit begrenzter Senauigkeit rechneten, 
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kommt darin zum Atisdruck, dais die Baknkurve nickt als matitema- 
tiseke Linie sGudem als StreifeE voa weckselnder Breite erackeiat, 
ferner darin, dafs den Zeitpunkten kein kestimmter Punkt der Linie, 
soiidern ein, gewisser Bereiek des Streifena entsprickt, der in der Pignr 
kemitlick gemackt ist. Dieser Bereiek wird um so grolser, die Sicker- 
keii iinserer Beckiinng also um so geringer, je weiter wir uns von der 
Anfangszeit ^ entfernen. Die Zeitpunkte ^_ 2 > • • • goken der 
Anfangszeit in demselken Abstande vorker, wie die Zeitpunkte 
. . . ibr folgen. Die Baknkurye fur te't^ ergiebt siek aus der Mr 
#> ejnfaok dnrek Spiegelung an dem Strakle ip ~0. 

Man wird beim Anbliok ungerer Figur zugeken, dafs unsere an- 
genakerte Berecknnng kinsicktlick der Gestalt der Baknkurve alien An- 
sprdeken genflgt, die man vom naturwissensckaffclichen Standpunkte aus 
an die Lbsung der vorliegenden Aufgabe stellen kann; kinsicktlick des 
Zeitmafses, in dem unsere Baknkurve durcklaufen wird, kann man 
zweifelkaft sein, ok uiisere A^akemng befriedigt, da z. B. fiir == 
der Bereiek, innerkalb dessen die Lage des Stiltzpunktes unsicker ist, 
etwas grofs wird. Indessen konnen wir geltend macken, dafs in dieser 
Hinsickt die Genauigkeit unserer Recknung etwa parallel derjenigen 
Genanigkeit geken mag, mit der sick der Ort des Stiltzpunktes zu einer 
gegebenen Zeit durok eine nickt besonders verfeinerte Beobacktnngs- 
metkode feststellen lafst. 

Vor allem aker miissen wir bedenken, dafs der wirklicke Be- 
wegungsverlauf dnrek die Reiktmg an der Unterlage, von der wir in 
diesem Paragrapken akgeseken haben, in hokem Grade entstelit wird. 
Wollten wir daker die vorangekenden Recknungen verscharfen, okne 
dabei auf die Reibnng Riicksiokt zu nekmen, so kiefse dieses, sick 
mit Kleinigkeiten aufhalten und die Hanptsacke verfeklen. 


Kapitel m 

TLeorie mid Wirklichkeit. Elaflnfs der Eclbtmg, des Luftwlder- 
standes, der ElastizitSt Toa Material and Enterlage aaf die Kreisel- 

l)eweguiig. 

§ 1. Der Gi-egensatz a'wisclieii ratioueller und plxyBikalisolier Oder 
awischen himmlisolier und irdisoher Meclianik. 

Man bezeiclmet seit altersber die abstrakte Mecbanik, welcbe die 
Fiille der Bewegungserscbeiniingeii durcb matbeniatiscbe Deduktion aus 
wenigen Grimdsatzen abzuleiten bestrebt ist, als rationelle (= deduktive) 
Mecbanik. Daneben tritt diejenige Bebandlung der mechaniscben Pro- 
blem welcbe die V\^irklicbk:eit in ansgiebigerer W^eise mit Hinzuziehung 
yon Erfabrungstbatsacben und Expeiimenten beriicksicbtigt, fast etwas 
scbiichterii als physilcdiische (=== induktiye) Mecbanik auf. Angesicbts der 
weitgebenden Abweicbungen aber zwiscben den Resultaten der ab- 
skakten Tbeorie und den Tbatsacben der WirkHchkeit mdcbte man 
die Prage aufwerfen, ob nicbt fiir die Mebrzabl der Anwendungs-^ 
gebiete die pbysikaliscbe Mecbanik in Wabrbeit die rationelle und die 
sog. rationelle in Wabrbeit bochst unpbysikaliscb und irrationell ist. 

Ber Grund fiir die uns standig entgegentretenden Differenzen 
zwiscben Tbeorie und Wirklicbkeit liegt, wie allbekannt, in dem Auf- 
treten von .Energie verzebrenden oder Energie zerstreuenden Kraften. 
Die abstrakte Tbeorie stellt sicb gerne so, als-ob diese Krafte nur 
sekundare Bedentung batten, als ob es sicb dabei urn Erscheinungen 
zweiter OMnung bandelte, welcbe das GesamtbHd zwar triiben aber 
nicbt vollig entstellen konnen. Ein etwas krass gewabltes Beispiel 
moge uns lebren, wie weit diese Annabme zutrifft. 

Die deutschen Infanteriegewebre, Modell 88 und 98, erteilten den 
verscbiedenen Gescbofstypen Anfangsgeschwindigkeiten v zwischeu 620 
und 900 m/sec. Sofern wir den Luftwiderstaiid imd die Luftreibung igno- 
neren woUen, die bier als Energie verzehrende Moniente ins Spiel koinmen, 
ist die Piugbabn die bekannte Parabel, und die grofste Scbufsweite wird 
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erzielt bei einem Abgangswinkel (EHevationswinkel) von 45® gegGii die 
Horizontale. Nacb den elementaren Giesetzen der WurfbewegungbeTechnet 
sich die bei den genannten Schtissen vorkommende grolste Erbe’bimg H 
des Gescbosses iiber den Erdboden nnd die Schufsweite W aus den Forraelni 

— 10 big 20 km, '\Y =4:0 bis 80 km. 

Die grofsten, allerdings nur unsicber beobacbteten Scbiifsweiten aber liegen 
zwiscben 3600 imd 4600 m, bei Abgangswinkeln von 32® bis 36®. Die 
bochste Erliebung des Gescbosses wird bei diesen Babnen weniger als 
1 km und liegt nicbt, wie bei der abstrakten Wurfbewegung, in derMitte, 
sondem etwas dabinter. 

Bin anscbanlicbes Bild von die- 
sen Verbaltnissen giebt die neben- 
stebende, fiir v == 620 m/sec. gezeiob- 
nete Bb'gur. Sie zeigt, dafs die unfcer 
Vernacblassigung des Luftwideratan- 
des berecbnete ®ahn („ber.'^) aucb 
nicbt eine entfernte Anuaberung an die wirklicbe Babn („beob.‘^) giebt. 

Aus besonderen ballistiscben Griinden sind die Beobachtungen bei 
grofsen Erbohungen selir iuckenhaft. Aber anck scbon bei den praktiscb 
vorkommenden Erhobungen besteben iiberraseheiid grofse Differenzen. Bei 
V = 900 m/sec. und einer Erbebuiig 95 == dy^® -ware die widerstandsfreie 
Scbnfsweitg: , 

VT = — sin 2 90 = ca. 13 km; 

die Schnfstafel ergiebt aber nnr 2 km, und dabei sinkt die Gescbwindigkeit 
auf ca. 150 m/see. herab ! 

Allerdings denkt niemand daran, in den ballistiscben Probleinen 
den Luffcwiderstand zu vernacblassigen. Aucb kann zugegeben werden, 
dafs sein Einflufs bei geringeren Gescbwindigkeiten nicbt so stark ins 
Gcnvicht fallen wird, wie bei den hoben Gescbwindigkeiten der 
modernen Scbufswaffen. Denn ee ist tbeoretisch verstandlich und dui-cb 
die Beobacbtung bestatigt, dafs mit wacbsender Gescbwindigkeit und 
ganz besonders in der Nabe der Schallgescbwindigkeit der Luftwider- 
stand rapide zunebmen mufs. Trotzdem diirfte unser Beispiel geeignet 
sein^ uns vor einer Uberscbatzung der Ergebnisse der rationellen 
Mecbanik und vor einer Unterscbatzung von sog. ^Nebenumstanden" 
wie Reibung etc. zu wamen, die gegebenenfalls leicbt znr Hauptsaobe 
werden konnen. 

Die Abneigung der mathematiscben Scbriftsteller vor der Inangriff- 
nabme der Reibungsprobleme macbt sick scbon bei dem, grofsen Be- 



Fig. 71. 


534 VH. Einfltifs von Reibung, Luftwiderstand, Elastizitat etc. 

griinder der analytisclieii Meclianik, bei Lagrange, geltend. Er er- 
wahnt an keiner Stelle seines Werkes die Reibnng der festen Korper 
auf einander. Diesem nielit naehahmenswerten Beispiele folgt auch 
Kirclihoff in seinen Yorlesungen uber Mechanik. Und doch ist die 
Eeibung, naclist der Sckwere, wohl die wicktigste Kraft in unserem 
Dasein. Gewoknlick wird sie als etwas Sckadlickes und XJnerwtoscktes 
angeseken. In der Tkat xiihren die Energieverluste nnd daker die 
Betriekskosten bei all nnseren Masckinen, Fakrzeugen etc. zum grofsten 
Teil von irgend einer Art Reibnng ker. Es kiefse jedock nngereckt 
sein, wenn man die woklthatigen Seiten der Reibnng verkennen woUte. 
Nur die Reibnng ermoglickt es nns, dafs wir nns anf unserer Erde 
nack Belieben vorwarts bewegen kdnnen, sei es dnrck die Kraft nnserer 
Glieder, sei es mit Hiilfe irgend eines Gefakrtes. Man erinnere sick 
z. B., dafs im Betriebe der Strafsenbaknen, wenn dnrck Eisbildnng 
der wohltkatige Einflnfs der Reibnng zwiscken Rad nnd Sckiene ge- 
sckwackt ist, der Wagen nickt von der Stelle kommt. Weiter aber: 
Die Reibnng ermoglickt es mir, den Federkalter zwiscken den Fingem 
zu halten, falls ick nur — entspreckend dem nnten zn besprechenden 
Reibnngsgesetze — - die Finger mit einem geniigenden Drnck gegen 
den Halter presse. Die Reibnng verkindert die Biicker, die auf meinem 
(dock gewifs nickt genan korizontalen) Sckreibtiscke liegen, der Schwere 
folgend zur Erde kinab zu gleiten; sie verhiitet, dafs der Berg, der 
vor meinem Fenster liegt, zn Tkale kommt und die Stadt versckiittet. 

Woker rukrt es nun, werden wir nns fragen, dafs tirotz ihrer 
mafsgebenden Wicktigkeit fflr aUe irdiscken Verkaltnisse die Reibnng 
in der theoretlschen Meckanik lange Zeit wenig Beacktung fand? Ein 
Grnnd hierfiir ist historischer Natnr. 

Das alteste Anwendungsgebiet der meckanischen Lekren nnd der 
alteste Zweig der matkematiscken Natnrwissensckaft iiberkanpt ist die 
Astronomie. Die Begriinder und Hauptforderer der Meckanik, Galilei, 
Newton, Lagrange, Laplace kaben weseutlick astronomiscke Fragen 
bei ikren Untersncknngen im Auge gehabt. Dadurck ist es gekommen, 
dafs die theoretische Meckanik ein Gewand bekommen kat, das wesentlick 
fiir astronomiscke Zwecke zngescknitten ersckeint. Die Himmelskorper 
nun bewegen sick merklick reibungslos im luftleeren Raume und konnen 
fur die meisten Zwecke als einzelne Massenpnnkte angeseken werden. 
In der Meckanik des Himmels also — aber anck nnr kier — treten 
die Reibungsersckeinungen znriick. Hier stekt das Problem der n frei 
im Ranm beweglieken Massenpnnkte, die mit konservativen Kraften 
anf einander wirken, im Mittelpnnkte des Interesses, ein Problem, 
welckes vielfaeh den Hauptgegenstand der Vorlesnngen nnd Lekrbilcher 
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liber theoretisclie Mecbanik ausmacht, welcbes aber in den irdiscben 
Grescbebnissen menials realisiert wird. 

Man bezeicbnet den SacLverhalt dentlicber, wenn man statt von 
rationeller nnd physikaliscber Mecbanik von Mmmlischer und irdisdher 
Mechanih spricbt. Die uns iiberkommene Form der tbeoretiscben 
Mecbanik bat ibren Ursprung und ibr eigentlicbes Anwendungsgebiet 
in der Mecbanik des Himmels. Urn den vielfacb verworrenen und 
komplizierten Verhaltnissen aaf der Erde gerecht zu werden, mufste sie 
durcb Erfabrungsmaterial wesentlich erganzt werdem 

Em auderer Grund fur die geringe Beacbtung, welcbe die Reibungs* 
probleme lange Zeit fanden, ist die geringe Zuverlassigkeit der physi- 
kaliscben Grundlagen der Reibungstbeorie. Wir sind uns von vornberein 
bewulst, dafs die iiblichen Gesetze z. B. fiber die gleitende Reibung fester 
Korper auf einander, fiber den Luftwiderstand, fiber die Reibung im 
Innern der Plfissigkeiten oder fiber die innere Reibung der fasten Korper 
nur grobe Annaberungen sind, dafs die physikaliscben Umstande bei 
diesen Vorgangen aufserst komplizieri sind und fiberbaupt nur in be- 
schrankten Gebieten in Pormeln gefafst werden kounen. Eine natur- 
gemafse Berficksichtigung des Luftwiderstandes z. B. mufs von der Mitbe- 
wegung der umgebendenLuft ausgehen. Die Energieverluste, die der Luft- 
widerstand erzeugt, sind einerseits aus der inneren Reibung der Luft, 
andererseits aus der Abgabe von Bewegungsenergie an weiter entfernte 
Luftschicbten zu ermitteln. Bei sebr sohiieilen Bewegungen, die mit merk- 
lichen Luft-Verdichtungen -und -Verdfinnungen verbunden sein werden, 
erfolgt die Eiiergieabgabe mit Schallgeschwindigkeit; bierbei mufs auBer 
der TriLgheit aucb die Elastizitat und die Tbermodynamik der Luft in 
Rechnung gesetzt werden. Einen Blick in die Mannigfaltigkeit der bier 
vorliegenden Verbaltnisse gestatten uns die bekamiten, schonen Moment- 
aufnahmen der durcb die Gescbosse erzeugten Luftwellen. Ibnen gegen- 
iiber mufs eine Pormel, die den Luftwiderstand durcb irgend eine Potenz 
der Gescbwiiidigkeit ausdrfickeu will, geradezu armlicb erscbeinen. Ebenso- 
wenig durfte man sich damit zufrieden geben, den Schiffswiderstand an- 
gesichts des komplizierten Spieies der Weilen in der Nabe eines Dampfers 
in eine einfacbe Formel bineinzwangen zu woilen. Nur ausgedehnte, mit 
den grofsten Mitteln durcb gefuhrte Versuche konnten bier einigen Auf- 
scblufs liefern. Tbeorie und Rechnung konnen auf diesen Gebieten eber 
als Anleitung zur vernfinftigen Anstellung vou Experimenten wie zur 
Voraussage der Erscbeinungen dienen. In mancben Fallen hat die 
Tbeorie Regeln (sog. Abnlicbkeitsgesetze) liefern konnen, um die durcb 
Modellversucbe, also durcb Versuche in verkleinertem Maisstabe ge- 
fundenen Resultate auf die grolseren Verbaltnisse der wirklichen Pro- 
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bleme zu iibertragen. I)ie Leistung der Theorie ist in solchen Fallen 
aelir wertvoU, aber dock viel besekeidener, wie z. B. bei den Problemen 
der Hiinmelsmeckanik. 

Die Grofse des Widerstandes kangt in den vorgenannten Beispielen 
aufserdem von der besonderen Form des Geschosses oder des Schiffes ab. 
Man kennt jetzt die erkeblichen Anderungen der Widerstandsgesetze, 
die kleiiie Abanderungen der Form bewirken. Ahnlickes gilt von der 
gleitenden Eeibung. Hier kommt es auf scheinbar geringfiigige Um- 
■stande weifc mehr an, als man erwarten und vranscken mockte. Bine 
durck Abmitzung veranderte Oberflacke verkali sick anders vie eine 
frisck bearbeitete. Teilcken des abgeriebenen Materials oder Stanb- 
korncken, welohe sick zwiscken den Reibungsflachen befinden, konnen 
die Grolse der Eeibung betracktlick beeinfiussen^ ein FeucktigkeitS'- 
niederscklag aus der umgebenden Lnft kann wie ein Sckmiermittel 
wirken und die Reibungsgesetze nickt nur quantitativ sondern auck quaU- 
tativ griindlick verandern. Hier gilt also der filr den Naturforscher 
hockst unbequeme und storende Satz: Kleine Ursacken, grofse Wir- 
kungen. ■ Vor der kritiklosen Benutzung von Reibungsziffern niufs 
aus diesem Grunde gewarnt werden. Ziffern, die fiir gewisse Ver- 
suehsumstande gefunden siiid, braucken deskalb nock nickt fiir andere 
Umstande zu gelten. Diese Ziffern auf zwei oder drei Deziraalen an- 
zugeben, wie es in den teokniscken Kalendern ebensowohl wie . in 
vielen Lekrbackern der Experimentalpkysik geachieht, kat jedenfalls 
keinen Wert. 

Man begreift. es kiernack, daks der Laboratoriums-Pkysiker, der 
in der angenekmen Lage ist, seine Prokleme frei, zum Teil nack 
astketiecken Gesicktspunkten zu wahlen, an den Reibungsfragen geme 
vorkeigekt, weil er sick aus ihrem Studiam keine reinen und all- 
gemeinen Gesetze yersprickt. Anders stekt der 'Teckniker zu den 
Reibungagesetzen, die fiir ikn Lebensfragen sind. Deskalb riikren die 
ueueren Beitrage zur Kenntnia der Reibungsgesetze, die wir im fol- 
genden Paragrapken zu nennen kaben werden, wesentlick von teck- 
niseker 3eite her. 

Aus dieser Sacklage folgt aber weiter, dafs die tkeoretiscke Be- 
kandluug der Reibungsprobleme unter anderen Gesicktspunkten zu 
erfolgen bat, wie die der Probleme der rationellen Mecbanik. Der 
Matkematiker strebt seiner Erziehung und Gewoknkeit nack dakin, die 
ikm vorgelegten Probleme <mit volliger Scharfe zu losen, so dafs eine 
Berecbnung auf beliebig viele Dezimalen theoretisck rabglich wird. 
Diese Metbode ist bei den Aufgaben der Himmelsmeckanik mit Riick- 
siokt auf die grofse Scharfe der astronomisclien Beobachtungen in der 
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That zwackmalsig; hei alleii Aufgaben aher, bei denen Bieibungsem- 
flttsse etc. wesentlich sind, d. h. bei alien Aufgaben der irdischen Me- 
chahik, wiirde eine solche Grenauigkeit der Rechnung in unschdnem Mfs- 
verhaltnis stehen zn der Genauigkeit der physikalischen G^rtindlagen. 
Hier ist es vielmehr angezeigt, nicht nach quantitatiyer Durchreohnung, 
sondern nach qualitatiyem V eretandnis der Eracheinungen zu strebenj 
und wo man quantitativ yorgeht, yon vornherein nicht mit beliebiger 
sondern mit begrenzter Crenauigkeit zn rechnen. Und diea um so mehr, 
ala die mit Reibungsgliedern behafteten Differentialgleiehungen z. B. in 
der Kreiseltheorie reiehlich kompliziert werden nnd^ wie man gewSlm- 
lich sagen wtirde, „sich nicht integrieren lassen" Dem gegenuber be- 
tonen wir den Grundsatz: mm soil solche Gleichungen nicht inte- 
grieren; man soil sie interpretieren nnd konstruieren, wie wir dies im 
Folgenden yersuchen werden. 

In den Torstehenden Erorterungen ist begriindet, weshalb und in 
welchem Sinne wir die Reibungsprobleme beim Kreisel zu ausfiihr- 
iicherer Behandlung bringen werden, als man es bisher gethan hat. 
Allerdings bleibeu wir hinter dem Ziei, welches man erreichen mochte, 
zurGck, weil wir uns bei dem Fehlen ausreiohender eitperimenteller 
Grundlagen auf eine schematisohe Behandlung der Probleme beschranken 
miissen. 


§ 2. Beriokt iiber die BeibungsgeBotze. 

Unsere Kenntnis der Reibungsgesetze ist bekanntiich von Coulomb 
begi’Bndet.*) Coulomb faud, dafs an der Grenze zweier auf einander 
gieitender fester Korper eine Kraft auftritt, welcbe fur jeden der beiden 
Korper seiner Bewegung relativ gegen den anderen entgegengerichtet 
und proportional ist dem gesamten Normaldruck, mit dera die Korper 
gegeneinander geprefst werden. Der Proportionalitatsfaktor heifst 
JUibungshoeffl giant (oder, genaner gesagt, Reibungskoeffizient der Be- 
wegung). Dieser wird als Material konstante oder richtiger als eine 


*) Zur weiteren Orientieraug vevwciaeu wir auf dae gerade in Reibungs- 
fmgesi sehr reiohhaltige Lehrbuch von J. Perry, Applied Mechanics, New- York 
1838, (deutsch von R. Schick, Leipzig 1908) bin, das wir fiir diesen und den 
vorigen Paragraph mehrfach bemitzt baben Einen lebrreicben Bericht fiber die 
Qes.miti iterator derReib-ung vordankt man F. Maai: Le nuove vedute nelle ricercbe 
theoricbe ed experimentali buIV attrito. Bologna bei Zanichelli 1897. Fernex: 
J. H. Jellet: Theory of friction, deutsch von J. LCiroth und A. Schepp, Leipzig 
1890. Siebe auch: Enoyklopiidie der math. Wiesenscbaften, IV 10 (R. v, Mises), 
p. 189 ff. 
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sowoH fiir das Material/wie fiir die Oberflaclienbesoliaffejiheit der beidei?. 
Korper cbarakteristiscbe Konatante angesehen. Von der Greschwindigkeit 
des Grleitens soli also die Reibnng nnd der Reibungskoeffizient unab- 
hangig sein, desgl. von der Grofse der Berflkrangsflache oder, was 
bei gleicbem Gesamtdruck auf dass6lbe herauskommb, von der GrSlse 
des speafiscben Druckes^ des Drnckes anf die Flacbeneinbeit der Be- 
rubrungsflacbe. In Formeln Heifst das Coulombscbe Reibnngsgesetz, 
wenn man mit ^ den Reibiingskoeffizienten, mit N den gesamteii 
Normaldruck, mit TT die GroXse des Reibungswiderstandes bezeicbnet: 

Wir wollen diese Aussage zunacbst dabin bescbranken, dafs sie 
nur fiir die troclcene MeQytmg, nicbt fiir die Reibniig bei Anwesenbeit 
eines Scbmiermittels gelte. Femer haben wir an den bekannten Unter- 
scbied zwiscben der Reibung der Bewegung nnd der der Rube (dyna- 
miscbe nnd statisobe Reibung) zu erinnern. Wir erlantern die Reibung 
der Rube folgendermafsen: 

Wenn die treibende Kraft, welcbe die Bewegung des Versuchs- 
korpers gegen die Unterlage, oder die relative Bewegung beider be- 
wirken soil, nicbt aiisreicbt urn die Reibung zu uberwinden, werden 
wir der Reibung nur die Glrofse der treibenden Kraft selbst, der sie 
das Gleicbgewicht halt, zuscbreiben. Dies gilt solange, bis die treibende 
Kraft einen Grrenzwert uberscbreitet , bei dem Bewegung eintritt und 
der sicb wieder proportional dfem Normaldrucke N erweist. Der 
Proportionalitatsfaktor moge mit bezeicbnet werden und beifst 
Eeihmgshoeffizient der ; Das Reibungsgesetz fbr die Rube kann 

man daber in der Gleicbung ausdrticken; 

Der Reibungskoeffizient der Rube ist meist betracbtlicb grofser 
als der der Bewegung. Diesen Umstand sowie das Reibungsgesetz 
iiberbaupt veranscbaulicbt ein scbones Experiment, Welches 0. Herr- 
mann*) angegeben bat und welcbes jeder obne weiteres wiederbolen 
kann. 

Man lege einen Stock auf seine beiden, in gleicber Hobe aus- 
gestreckten Zeigefinger. Darauf nsbere man die Finger einander. Auf 
welcbem Finger wird der Stock zu gleiten beginnen? Auf demjenigen, 
der weiter von dem Scbwerpunkt des Stockes abstebt; denn die Mormal- 
driicke iVj, Wg, mit denen der Stock auf beiden Fingern aufiiegt, sind 
nacb dem Hebelgesetze fiir jeden Finger proportional dem Abstand des 

*) Der Reibrnigswinkel, Festschrift ztim Jubiiaum der Univ. Warzburg, 1882. 


§2. Bericht liber die Reibungsgesetze. 539 

Scliwerpiuiktes von dem anderen Finger; bei dem welter abstebenden 
Finger ist also der Normaldruck der kleinere; nach dem Reibnngs- 
gesetz ist bier ancb die Reibnng, welcbe dem Crleiten entgegenwirkt, 
kleiner wie bei dem anderen Finger; bier mufs also die GHeitung 
beginnen. 

Der Stock gleitet nnn auf diesem Finger, nicbt nur bis der Abstand 
dieses Fingers vom Sebwerpunkt des Stockes gleicb dem des anderen 
Fingers geworden ist, sondern noeb etwas langer, wegen Hq > (i. 
Erst wenn siob die Scbwerpionktsabstande der beiden Finger verb^lten 
wie (I : tritt em Wecbsel der Bewegung ein; der Stock mht jetzt 

anf demjenigen Finger, anf dem er vprher glitt und beginnt anf dem 
anderen zu gleiten. Denn die Normaldrttcke N auf beiden Fiagem 
verbalten sicb umgekebrt wie die Scbwerpunktsabstande, also io dem 
genaimten Augenblicke wie die Reibung der Bewegung an dem 

einen Finger wird dann gleicb der Reibung der Rube an dem anderen 
und, wenn das GHeiten in dem bisberigen Sinne andauern wiirde, sogar 
grdfser als diese, was offenbar widersinnig ist. Dieses Spiel wird sicb 
fortgesetzt wiederbolen, wobei der Schwerpnnktsabstand desjenigen 

Fingers, auf dem der Stock gleitet, sicb jedesmal bis zum —ten Teile 

des Scbwerpunktsabstandes des anderen Fingers vermindert. Das Resultat 
ist, dafs die Scbwerpunktsabstande beider Finger sicb wecbselweise 
verkleinem und dafs, wenn die Finger zusammengebracbt sind, der 
Stock von ibnen in seinem Scbwerpunkte untersttttzt wird, also frei 
scbwebt! 

Aufser der Veranschaulichung der Reibungsgesetze gestattet das 
Experiment eine Messung des Verbaltnisses : ft. Es genfigt bierzu, 
einige XJmkebrpunkte der Bewegung auf dem Stocke zu markieren 
und ibre Abstiinde von dem Sebwerpunkt zu messen. Das Verbaltnis 
der Abstande zweier auf einander folgender Dmkebrpunkte liefert das 
gesuchte Verbaltnis der Reibungskoeffizienten. Die G-esamtbeit der 
Umkehrpunkte bildet auf beiden Seiten die Punktfolge einer geometri- 
seben Reihe. Wenn der Stock nicbt zu kurz ist, wird die Messung 
verhaltriismafsig genau. 

Die Versebiedenbeit der Werte von und fi legt die Vermutung 
nabe, dafs ein stetiger Ubergang zwiseben dem zur GHeitgescbwindigkeit 
JSTuU geborigen Werte und dem zu merklicb grofseren (jescbwmdig- 
keiten geborigen Werte ft stattfinden moge. Diese Vermutung wird 
durcb Versuche von Jenkin und Ewing*) bestatigt. Bei Materialien 


*) London Philos. Transactions Bd. 167 ( 1877 ), S, 609 . 
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mit erkeblicl. rerscliiedeneji Seibungskoeflizieatert und koniite der 
stetige tibergang in der That nachgewiesen werden. 

Wenn wir also m,it Oonlomb die Unabhangigkeit des Reibungs- 
koeffizienten Von der &eschwmdigkeit behaupten wollen, miissen wir 
hierbei zunachst d^ Q-ebiet sehiv geringer Geschwindigkeiten ans- 
schliefsen. Wie bewahrt sick nun diese Unabhangigkeit bei grofseren 
Geschwindigkeiten? 

Die alten Versuche des General Morin/ die in den Jahren 1831—1833 
in Metz angestellt wurden tind die ein Geschwindigkeitsintervali bis 

4 ~ unifaBsen, schienen die Unabhangigkeit zu bestatigen. Die Morin- 

schen Versuchsergebuisse bilden noch heute den eisernen Bestand der 
Zahlenangaben iiber Reibungskoeffizienten in den technischen Hand- 
biiohern und den Lehrbuchem der Experimentalphysik, Erne grofse 
Zurerlassigkeit wird ihnen aber kaum zngescbrieben werden konneu; 
sehon deshalb nieht, weil nach dem im vorigen Paragraph Gesagten 
eolehe Zahlenangaben in hohem Mafse von den Nebenumstanden des 
Experimentes abhangen*) 

Das Verhalten des Reibungskoeffizienten bei hoherer Gleitge- 
schwindigkeit blieb jedenfalls eine offene Bhage, die erst durch die Ent- 
wiokelnng des Eisenbahnwesens und der Bremsrorrichtungen aktueli 
wurde. Zwischen Bremsldotz und Radreifen haben wir eine riobtiga 
gleitende Reibung ohne Schmiermittel, wahrend die Reibung zwischen 
Rad nnd Sehiene, wenigstens beabsichtigtemiafsen und in der Regel, 
rollende Reibung ist und nur in dem Ansnahmefalle gleitende Reibung 
wird, wo die Rader auf den Schienen schleifen. Uber die Reibung 
zwischen Bremskiotz und Rad liegen vor aliem Versuche von Bouijlm 
GaUon*'^) ^OT, welche im grbfsten Mafsstabe nlit UnterstiitzUng der Blrma 
Westinghouse auf verschiedenen englischen Linien ausgefiihrt wurden. Ein 
Versuehswagen von Galton enthieit eine ganz© Reihe von Taohometem 
und Dynamometern. Die Tachometer lieferten die Umfangsgeschwindig" 
keit der Rader und die Portbewegungsgeschwindigkeit des Wagene. 
Die Gleitgeschwindigkeit zwischen Rad und Bremskiotz ist gleich der 
ersten dieser Geschwindigkeit, die eventuelle Gleitgesehwindigkeit 
zwischen Rad und Schiene gleich der Differenz beider. Die Dynamo- 
meter mafsen 1) den Bremsdruck^ mit dem der Bremskiotz an das Rad 
geprefst wird, also diejenige Eraft, die ffir die Reibung zwischen Bremse 
und Rad als Mormaldruck JV wirkt; 2) den Eeibungswiderstand W 

tJber neuere Versuche vgl. Ehe, d math. Wim. (1. c,) p. 1.97 ff. 

**) Institution of Mechanical Engineers Proceedings 1878, 1879, s. insbes, 1879, 
S. 17 2 Oder Engineering 1879, S. 371 odei Reports ofthe British As8oeiation(Dubiia) 1878. 
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™chen Bremse Uttd Bad; 3) den Wideband gegen die Toewarta- 
bewegung dee Zuges pro Acbee, der rich aue Lnffitidereland, roBe^r 

der aber/wennS 

Gleiten arf den Schienen Plate greift, im wesentlicben den Beibtmca. 
widerstand r dieses Sleitens darsteBt. ABe diese Taebo- und Dynamo- 
meter arbeiteten selbstregisirierend nnd lieferten somit die friSohl 
Geseh^indigkeiten nnd Krafte in ihrer zeitlieben Teranderiicbfcol aS 
die sehr interessanten Diagramme dioser Grofsen, die so erbalten yynrden 
kann bier nnr hmgewiesen werden. Wir mfissen uns anf die aus ibnen’ 
an ziebenden Polgerungen betr. die VeranderHcbkeit des Eeibungstoet 
feienten beselnanben. Der Koefflzient der Beibnng zwieoben Irems- 
Hote nnd Bad ergiebt sicb dnrcb Diyiaion aus den gemeseenen Kraften 

7^*^^ r n R«ibnng zwiscben Bad nnd 

Sohiene ans^ der ebenfaUs gemessenen Beibnng W nnd dem anf das 
einzetae Bad entfaBenden Teil des Wagengewicbies G folgt. 

_ Natlirhcb zeigten die zn gleicben Gleitgesebwindigkeiten bei yer- 
s biedenen VerancbOT geborenden Eeibnngakoeffizienten nnter sicb keine 
sebr weitgehende aereinstinunnng, ihre Grefse king sowoM yom 
Wetter nnd der dadnrcb bedingten Penohtigkeit der gleitenden Ober- 
flacben, wio yon deren Eeinbeit, wie auch namentlicb yon der Brems- 

damTt '"**7 Steigemng der Temperatur imd 

daniit eine Anderung der Obei-flaehenbescbaffenbeit bewirkt wird Z B 

kam ee yor, dafs nachdem der Bremsdrnok 20 Seknnden gewirkt batte' 
er Beibnngskoeffizient anf die Halfle seines nrsprilnglicben Wertes 
znrttckpgangen yyai- Trotedem zeigt das Mittel der erbaJtenen Eeibnngs- 
koeffizienten ana sebr yiolen (bis 100) Versnoben eine deutlicbo L 
setzmafaigkoif, namliob mw hestiindige Alnahme des Sdbunyskoeffiemtm 
mit wachsender Geschwindiglceit Fig. 72 
giebt den Koefbzienfcen der Reibung ^ 
zwischen BremsHotz und Rad (Brems- ^'*K 
klotz aus Gufseisen, Radreifen aus Stahl), 

und zwar in der ausgezogenen Linie den "'0'"^-- 

Mittelwert der Beobachtimgen, in den ~^s .. „ 

punktierfceii die bei joder Geschwindig* ' — 

keit beobacbteten Grofst- und Kleinst- 0^ r~— . 

werte. DerganzeStrcifenzTisobendiesen 

Greuzlinien ist mit Beobacbtiingspnnkten 

erfllUt zn denken, die sicb nacb der mittleren Linie bin yordiobten. Man er- 
W zunacbst meder den Dnterscbied zwisehen dem Beibungskoefflzienten 
to Enhe und dern bei betriicbflieber Beyregnng. Weiter aber zeigt die 
I igiir, dais der Reibungskoeffizient bei dor Geschwmdigkeit OOkm/Stunde 

Klein- 8 0 HI m e rf ol d, Kroiselbowegang. .Ill Anil. «i- 

* y ( j 
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=* 1^,7 nj/sec. =?» mittlerer Schuellzugsgeschwindigkeit weniger als die 
Halfte, bei 100 km/Stunde =* 28 m/sec. = hochster zer Zeit in Deutscbland 
znlassiger Falu^esoliwiiidigkeit nurmebi etwa ein Drittel des Eeibungs- 
koeffiselenten dei* Etilie (0,33) betragt* Natiirlich liefse sick die Ab- 
ixangigkeit zwisclien ft nnd v nnschwer anch dui^cb eine oder die pidere 
Pormel atisdrticken. Wir seken kiervdn sowie von der Angabe von 
Zaklenwerten ab, Tveil die Fignr alles wiedergiebt, was ikrem Genanig- 
keitsgrade nack ans den Betokacktniigen zn sckjiefsen ist nnd weil jede 
znr Darstellung der Beobadktimgen benktzte Former in kokem. Mafse 
willkdrlich wStre. — - tiker den Koeffizienten der gleitenden Reibnng 
zwiscken Rad und Sckiene geben die Oaltonscken Versucke einen 
minder sicheren Aufscklufs; soviel ist jedock ans iknen zweifellos zti 
erkennen/ dafs auck dieser Koeffizieni mit wacksender Gesckwindigkeit 
von seinemQrdfstwerte bei kleinerGesckwindigkeitkontinuierlickabnimmt. 

Aliere franzosiscke sowie neuere in Deutschland angestellte Ver- 
sncke*) lieferten im wesenilioketi das gleiche Ergebnis. 

tibrigens abet ist zu beackten, dafs die Oalton’scken Versucke sick 
auf ein sehr ausgedehntes Gesckwindigkeitsintervall bezieken. Bei 
mafsig veranderlicker Gesckwindigkeit ist auck die Veranderlickkeit 
des Reibungskoeffizienten nur gering; inan kat z. B. fitr v = 2 bis 
6 m/sec. naok der Kurve der Galtonscken Mittelwerte etwa ft = 0,27 
bis 0,23. Diese Unterschiede sind angesickts der allgemeinen TJnsicher- 
heit der ReikungszifTem iinbedenklick zu vemacklassigen. Die Con- 
lombscke Annakine eines von der Oesckwindigkeit unabkangigen Rei- 
bungskoeffizienten wird kierdurck fflr ein mafsiges GeschwindigkeitS" 
intervall in ereter Annakerung bestatigt. Bei unserer Anwendting anf 
den Kreisel, bei dem Gesckwindigkeiten von der Ordnung der Scbnell- 
zugsgeBchwindigkeiten nickt in Betracht kommen, werden wir kiemack 
den Reibungskoeffizienten mit Coulomb konstant setzen dtlrfen. 

Auck die in dem Coulombscken Gfesetz ansgesprockene Dnak- 
kangigkeit des Reibungskoeffizienten von der Grofse der Beriihrungs- 
flacke bedarf der experimentellen Nackprufiing. Hiemaeh mfifste bei 
der Bewegung eines Prismas von 10 cm* Ghrundflacke und 4 cm H5ke 
anf eiuer ebenen Dnterlage ddeselbe Reibung zu ilberwinden sein, wie 
bei der Bewregung eines Prismas von 20 cm* Ghrundflkcbe und 2 cm 
Hoke, weil, gleickes Material vorausgesetzt, der Gesamtnormaldruck 
gegen die Unterlage, nMick das Gewicht des Prismas, beidemal gleick 

*) Vgl. Organ der -Fortschr, des Eisenbahnwegens 1889, S. 114. Der Brems- 
klotz beatand hierbei ana Stahlgufs. Die Versucbe wurden nicht anf dot Strecke, 
sondern in einer 'Werkatafct angestellt. S. weiter: Mitteilnngen uber Forscbunga- 
arbeiten, berauag. vora V. d. l, 1903, p. , 1083. 
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ist, wahrend sicli die Norm^drficke pro Flaclienbmlieit in beiden Fallen 
wie 2:1 verlialteti. Es scheint*)^ daXs sich. diese Folgemng in der 
Frfabmng gut bestatigt, sofem nicbt durcb sebr starke spezifische 
Pressnngen merklicbe Defornaationen der Unterlage bervorgenifen 
werden. ^ 

Bekanntlich ist aucb der Vorgang des Abrollens zweier Oberflacben 
anfeinander, der sicb (scbeinbar) obne Gleitung vollzieht^ wenn ancb 
in geringerem Brade init Energieverlusten verbnnden. Das Gresetz der 
rollendm Beibung, welobes man iiblicber Weise bei der Berechnung 
dieser Energieverluste zu Grunde legt, wurde ebenfalls yon Coulomb 
aufgegtellt. Hierbei ist es zweckmaXsig, niebt von einer rdbendm 
Mngelkraftf wie bei der Gleitung zu sprecben, sondern von einem 
Reibungsmomente, welcbes von dem zur Abrollnng aufgevrttndten Dreh- 
moment in jedem Augenblicke zu liberwinden ist. Bezeicbnet wiederum 
N den gesamten Normaldruck an der Berdbrungsstelle zwiscben der 
Unterlage und der ,^Rolle", Af das Reibungsmoment, so setzt man 

M==vN. 

V beifst dabei Koeffieimt der rollendm Beibung; wie die Gleicbung 
zeigt, ist er keine reine Zabl wie der Koeffizient der gleitenden Reibung, 
sondern von der Dimension einer Lange. Aucb dieser ICoe£dzient wird 
als Material- bezw. als Oberflacbenkonstante angesehen. Will man M 
durcb eine in der Oberflacbe tbatige reibende Einzelkraft W efsetzen, 
so bat man die letztere gleicb Mjr zu setzen, wenn r den Radius der 
Rolle oder bei nicbt kreisformigem Umrifs derselben den Krtimmungs- 
radius an der betr. Stelle der Umrifslinie bedeutet; diese Einzelkraft 
W ist also dem Normaldruck direkt und dem Radius umgekehrt pro- 
portional. 

tiber den Mecbanismus der roUenden Reibung giebt eine scb»ue 
Arbeit von 0. Reynolds**) einigen Aufscblufs. Reynolds weist nacb, 
dafs mit der Abrollung infolge elastiscber Deformationen stets eine ge- 
wisae Gleitung verbunden ist. 

Nimmt man zur Vereinfacbung der Anscbauung an, dafs die Unter- 
lage wesentlicb weicber ist, wie die Rolle (Unterlage aus Kautscbuck, 
Rolle aus Eisen), so kann man von der Deformation der Rolle abseben 
und bat nur die der Unterlage zu betracbten. Letztere wird aus einer 
muldenformigen Einsenkung besteben, so zwar dafs in der Mitte der 
Einsenkung die Unterlage gedehnt, nach den Seiten bin aufgestaucbt 

*) Pcsrry 1, c. pag, . 

**) On roUing Friction, London Philos. Transaction# Tol. 186, Part I (1876) 
tmd Ges, Wcrke Bd. I, S. llO. 

36* 
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■and zusammengeprefst ist. Die Beinhrmig findet alsdann nicht mehr 
in einem geometriscien Punkt statt, sondern in der Qbetfliiclie der 
Mnlde, deren Mittelpunkt wir als mittleren Bextihrungspnnkt ( JP) be- 

zeiclmen. In der beisteben- 
den Fignr sind eine Anzabl 
von Pnnkten auf Bolle nnd 
XTnterlage markiert. Die 
Punkte anf der Rolle sind 
aqnidistant, die anf der 
Dnterlage waren es vor der 
Deformation, sie zeigen aleo 
in ibren wecbselnden Ab- 
standen scbematigcb den Sinn der eingetreteneh Formanderung an. Die 
mit gleicben Ziffem versebenen Punkte sind bei fortscbreitendem Ab- 
roUnngsprozefs bestimnat, als mittlere Beriibrungspunkte der Beibe nacb 
mit einander zusammenznfallen, ■was durcb die mit dem Fortscbreiten 
der RoUe verbundene Debnung der Dnterlage an der mittleren Be- 
rabrungsstelle ermoglicbt 'wird. In dem a-agenblicklicben Stadium fallen 
diese Punkte aber nicbt zusammen. Es mufs daber beispielsweise der 
Punkt 4 von dem augenbbeklicben Stadium bis zu demjenigen, wo er 
zum mittleren Berubrungspunkte gewqrden ist, um dasjenige Stiickohen 
anf dem RoILenumfange entlang gleiten, um welcbes die beiden Punkte 
4 in der Figur absteben. Das gleicbe gilt fiir jeden Punkt der Be- 
riibmngsflacbe. In dieser findet also in der That eine gewisse gleitende 
Reibung statt. 

Der gesamte Energieverlust der roUenden Reibung wird sicb zum 
Teil aus dem mit dieser gleitenden Reibimg verbundenen Energiever- 
lust, zum Teil aus der zur elastiscben Deformation erforderlicben Ar- 
beit zusammensetzen, insoweit namiicb die letztere in nicbt umkebr- 
barer Form auftritt. 

Dafs die in Fig. 73 dargelegte Yorstellting zutreffend ist, konnte 
Reynolds folgendermafsen experimentelt nacbweisen. Man bemerkt, 
dafs unter den oben vorausgesetzten Verbaltnissen die RoHe ibren Um- 
fang nicbt auf der naturbcben Oberflacbe der Dnterlage, sondern auf 
der bei P gedehnten abwickelt. Mifst man den Weg, den die RoUe 
nacb einer Dmdrebung zurilckgelegt bat, auf der in ibre nattlrlicben 
Langenverbaltnisse zuriickgekebrten Dnterlage, so wird sicb derselbe 
etwas kiirzer ergeben mussen als der Dmfang der RoUe. Dies bat 
Reynolds in der That experimentell nacbgewiesen fiir den Fall, dafs die 
RoUe barter ist wie die Dnterlage. Das umgekebrte mufs stattfinden 
und findet nacb Reynolds statt, wenn die Dnterlage erbeblicb barter ist 
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als die RoUe. Sind beide aiis gieicbem Material, so ist der auf der 
Unteiiage gemessene Weg wieder etwas kurzer wie der XJmfang der 
Rolle, wovon die obige fjberlegung bei naherem Eingehen ebenfalls 
Recbeiiscbaft ablegen wiirde. 

Bis zur genaiien Messung der Grofse des Reibnngswiderstandes 
und zur Nacbpriifung des Coulomb schen Ansatzes ist die Reynolds’scbe 
tJntei sucbung nicbt durcbgefiilirt. Dafs dieser einfache Ansatz der 
Wirkiicbkeit sebi- genau entspricbt, ist bei der komplizierten Natur des 
Voi-ganges liicbt gerade wabrscbeinlicb. — 

Meben der gleitenden imd rolleiiden Reibung spricbt man drittens 
nocb von der hohrenden Beibung, und zwar da, wo sick auf einem 
Kbrper ein anderer um die Normale im Beriibrungspunkte b eider dreht. 
Da in diesem Falle die Beriibrung als punktformig und der Beriib- 
rungspunkt als Punkt der Drebaxe vorausgesetzt wird, findet tbeoretiscb 
ein Gleiten beider Korper gegeneinander nicbt statt. Dieser Umstand 
bat zur Emfiibrung der besonderen Bezeicbnung „bobrende Reibung^^ 
Veranlassung gegeben. Indessen fubrt sicb der Vorgang sofort auf 
den der gleitenden Reibung zuriick, wenn. man nur eine etwas aus- 
gedebnte Beriibrung der Kbrper annimmt. Man kann daim von einem 
mittleren Radius a der Beriibrungsflacbe sprecben und wird die rings 
um die Drebaxe verteilten Krafte der gleitenden Reibung auf diesen 
mittleren Abstand a reduzieren dbrfen, Sie setzeii sicb offenbar zu 
einem Drebmoment um die Normale zur Berxibrungsflacbe zusammen, 
dessen Grofse sicb aus dem Gesetz der gleitenden Reibung berecbnet zu 

M=gN, fi' = fia. 

Der Proportionabtatsfaktor g kann als JSloeffisient der bohrenden Beibung 
bezeicbnet werden, er hat die Dimension einer Lange und bangt aufser 
von dem Material und der Oberflacbenbescbaffenbeit aucb von der Aus- 
debnung der Beriibrungsflacbe ab. Natiirlich soil durcb die Gleicbung 
(I — ga nicbt bebauptet werden, dafs sicb der Koeffizient der bobren- 
den Reibung aus dem der gleitenden Reibung vorausbestimmen liefse, 
wenn man die Grofse der Beriibrungsflacbe messen kdnnte. Vielmebr 
soil diese Gleicbung nur einen Anbalt fiir die Bedeutung des Koeffi- 
zienten g und fiir das ungefabre Grofsenverbaltnis der bobrenden und 
gleitenden Reibung liefem, einen Anbalt, der uns im nacbsten Para- 
graph von Mutzen sein wird. 

Ausdriickbcb haben wir uns in diesem Bericht auf die irocJcene 
Beibung bescbrankt, trotzdem ja die Reibung unter Anwendung von 
8climiermiUeln fiir die Praxis das weit liberwiegende Interesse bat. Man 
ist beutzutage zu der Einsicbt gekommen, dafs die letztere ganz anderen 
Gesetzen geborcht, dafs sie namlicb auf den Gesetzen der inneren 
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Reibimg zSlier Fliissigkeiten bertOit^ wahrend die altere . tecluusclie 
Litteratur sie Baeh. dem Coulombschen Scbema der trockeneii Reibung 
bebandelt. Wir konnen beute (mit Petroff und Reynolds) von einer 
hydrodymmischm Theme der Sehmiermg sprechen, einer Tbeorie, die 
durcb rationell angestellte Versucbe soweit bestatigt wird, als man es 
nacb der Sebwierigkeit des Gegeustandes erwarten kann*). Das wirk^ 
licbe pbyeikaliaqbe Verstandnis der Scbmiermittelreibiing ist auf diesein 
Wege wesentKcb gefordert, Wird es moglicb sein, so mocbiten ’s^ir 
zum SebluTs fragen, aucb die trockene Beibting unserem pbysikaliscben 
Yersf^dnis naher zu brmgen, indeni wir die zwiscben den reibenden 
Oberflaeben verbleibende Luffcsebicbt als eine Art Scbmierniittel anf- 
fassen nnd anf sie die Reibtmgagesetze der kinetisclien Gastheorie an- 
wenden? nnd femer: Wieweit ist mit Reibung stets aucb Abreibung 
der Oberflaeben verbunden? 

§ 3. Qualitatives fiber die gleitende und bobrende Iteibung beim Ereisel. 

ITm den Einflufs der Reibnng beim Kreisel mit festem Sttltzpnnkte 
zn stndieren, baben wir zunaehst zuzuseben, unter welchen Umstanden 
bier die Reibnng zustande kommt Das Bdd, welcbes wir uns von 
diesen Umstanden macbeb werden, ist freilicb ein sebr schematisebes 
nnd idealisiertes und dtlrfte von Fall zu Fall je nacb den besonderen 
Yerbaltnissen der jedesmaligeu Vorrichtung erhebHcb von der Wirk* 
bebkeit abweichen. 

Betracbten wir z. B. die beiden Apparate, welcbe pag. 1 und 2 ab- 
gebildet sind. Wenn wir von der Reibnng ganz abseben dtirften, wiirde 
die Bewegung beider Apparate, sofem wir bei Nr. 2 die Masse der Ringe 
gegeniiber der Masse des inneren Sebwungkorpers vernachlassigen, naeb 
genau denselben Gesetzen erfolgen. In Hinsiebt auf die Reibung aber 
verbalten sie sicb ganz versebieden. 

Bei dem Apparat Von pag. 2 treten Reibungskrafte in den Punkten der 
drei Lager auf, welcbe die Axe des auTseren, des inneren Ringes und des 
Scbwuugrades tragen. Wir baben es bier im Sinne des vorigen Para- 
grapben mit Fliissigkeitsreibung zu tbun, wenn die Lager binreicbend 
gesebmiert sind. Jedenfalls wird die ReibuUgswirkung in einem Dreb- 
momeute besteben, Welches um jede der drei Axen der augenblickiicben 
Rotation entgegenarbeitet. Da die Bewegung um jene drei Axen gerade 

) Vgl. hierzu den oben zifc. Bericht von Maai. Wir verweisen femer auf die 
ausgezeichnetenVerBuche vonR.Stribeck: Die weseutlichenEigenschaften der GWeit- 
und Mralager. Ztsebr. des Vereins deutseber Ingenieure 1902, Nr. 36, 38 und 39. 
iur.die Tbeorie s. A. Sommerfeld: Ztaebr. f. Matb. u. Phys. 50 /'1904) S. 9T, 
Bovxe Enc. d. maith. Wiaa. IV, 10, p. 297. 
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dnrcli die ETdei-scBen Winkel d'y gt gegeben viid j so wiirde in den 
Lagrangeschen Gfleicbnngen fdr diese Winkel je ein Zusatzglied auf- 
treten, welcbes das Reibimgsmoment far die fragliche Axe bedentet. 

Wir gedenken darauf nicbt weiter einzngebeii, sondem bescbranken 
UBS auf das Modell voB pag. 1. Hier mtlssen wir zunacKst die Gestalt 
des unteren Endes der Pigurenaxe und die Gestalt der Pfanne; welcbe 
jene tragt, ins Ange fassen. Wir wollen annehmen, die Pigurenaxe sei 
nnten hugelfdrmig abgemndet und die Pfannenoberflacbe sei ein Kureia^ 
Jcegel; die Oberflachen seien trocken und nicbt elastiscb uacbgiebigi 




Die Berabrung zwiscben Kugel und Kegel findet dann aUemal in einem 
festen borizontalen Kreise statt. Die Kugel verscbiebt sieb bei alien 
Bewegungen der Figurenaxe in siob. Ibr Mittelpunkt bleibt also im 
Raume genau fest. In dksem MittelpunJete Jiahm wir den als ruhend 
vorausgesetzten Ftmkt 0 des Kreisels vor uns. 

In dem Modell von pag. 1 ist der Kegel; der die Pfanne begrenzt; 
sebr flacb; fur die tbeoretisehe Berechnung der Reibung wird es be- 
quem ja sogar unumganglicb seiu; ibn als absolut flacb vorauszusetzen, 
also den Kegel in eine Ebene ausarten zu lassen. Der Heine KreiS; in 
dem die Kugel den flacbeu Kegel berUbren wiirde, scbrumpffc dann in 
einen FmM zusammen, der stets genau senkrecbt unter dem Kugel- 
mittelpunkt liegt. Der Begriff „Statzpunkt" zerlegt sicb so in zwei 
Begriffe: Fester Funkt 0 =» MittelpmM der Kugel und BeriiJirungspunJct 
P «> Orenze des genmnten Meinen Beriihrungshreises. 

Freibcb dflrfen wir uns nicbt verbeblen, dafs wir uns auf diese 
Weise von den wirHicben Bedingungen unseres Problemes entscbeidend 
entfernen, dafs wir nach dem Grenzabergange nicbt mebr den Kreisel 
mit festom Punkte sondem genau genommen den auf der TJnterlage 
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frei bewegliclien Kreisel Tor uns hahen und dafs die Befestigung des 
Punktee 0 in dem Mafse in Fortfall kommt, als wir den Kegei flacker 
Tverden lassen. Es gelit Her wie so oft in den Anwendungen^ dafs 
ein Grrenzubergang matbematiscli beqnem aber pflysikaliscbi widersinnig 
ist (man denke an, den tfbergang Ton molekularen zu unendlich kleinen 
Dimensionen in der gesamten tjieoretiscben Physik) und dafs man naeb. 
den Bedingungen der Aufgabe nur his in die Nahe der Greme, nicbt 
his Mvr Gren^e selhst geben durfte. In alien solcben Fallen wird die 
stillscbweigende Voraussetzung gemacbt, dafs die matkeinatiscbe Be- 
bandlung des (xrenzfallGs nicbt, wesentlicb von dem Falle der Wirk- 
licbkeit abweicbt, eine Voraussetzung, die durcb die Eesultate der 
Bebandlung in der Regel bestatigt wird. Die entsprecbende Voraus- 
setzung wollen wir bier ausdrucklicb bervorbeben: VV^ir nebmen an, 
dafs seitlicbe Beweguiigen des Punktes 0 durcb geeignete mecbaniscbe 
Vorricbtungen an der Unterlage ausgescblossen werden, dafs wir aber 
im tibrigen die Reibungswirkung obne erbeblicben Febler so berecbnen 
diirfen, als ob die Unterlage eine Ebene ware. 

Der tJbergang von dem nrsprunglicben BeriiHungs/cm'se zu dem 
nunmehiigen Beriibruugsp^<^^7^^e ist desbalb geboten, weil wir sonst in 
endlose Weiterungen betr. die elastiscben Deformationen an der Be- 
riibrungsstelle verfallen wiirden. Wollten wir namlich mit dem Be- 
liiHungs/orejse operieren, so mufsten wir, um die Reibung bestimmen 
zu konnen, zunacbst feststelien, wie sicb der Gegendruck der Pfanne 
auf den Kreisel liber den Umfang des Beriibrungskreises verteilt. Dies 
ist aber eine der vielen und wicbtigen Fragen, die vom Standpunkte 
der Mecbanik starrer Eorper unbestimmt bleiben und zu deren Beant- 
wortung die Elastizitatstbeorie berangezogen werden miifste. All- 
gemein lassen sicb bekanntlicb, wo es sicb um die Lagerung eines 
Eorpers bandelt, nur secbs Auflagerunbekannte aus den seeks Gleicb- 
gewiebtsbedingungen der gewobuHcben Statik im Raume bestimmen. 
Kommen deren mebr Tor, so bleiben die iibrigen statisch unhestimmt. 
Bei unserem Berubrungskreise baben wir aber unendlicb viele Auf- 
HgermbekannH, weil der Auflagerdruck in jedem Elemente unseres 
Berubrungskreises nacb Grofse und Riebtung unbekannt ist. Die 
Frage gebort also in das Gebiet der Elastizitat. Mussen wir aber 
erst emmal die elastiscben Deformationen in Rechnung setzen, so milssen 
wir aucb beriicksicbtigen, dafs der Berubrungs7;ms wegen der elastiscben 
Abplattung der Oberfiacben tbatsacblicb in eine BeruHungs/7Me fiber- 
geben wird. Die Grofse dieser Flacbe und die Formanderungen unserer 
Jlegeb imd Kugeloberflacbe mufsten auf elastisebem Wege ermittelt 
werden. Erst, wenn dies gesebeben, konnten wir die VerteBung des 
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Gegendruckes und die Grofse der Reibung angeben. Die aufserordent- 
licben Schwierigkeiten, welcbe sick hieraus ergeben, umgehen wir eben 
duicb unsere Annabme einer absolut flacben Pfanne und einer punkt- 
fomigen Bertibrung. 

Unter dieser Annabme ergiebt sicb der Gegendruck der Pfanne 
Oder die Reaktion B derselben in vertikaler, d. b. zur Pfanne normalen 
Ricbtung durcb die einfacbe Betracbtung, die wir pag. 515 fiir den 
auf der Horizontalebene beweglicben Kreisel anstellten. Aus dem 
Iinpulssatze folgt namKcb bier wie dort 

( 1 ) _ _ ^ B = M{g + n, 

unter ^ die vertikale Koordinate des Scbwerpunktes in dem yom Be- 
zugspunkte 0 auslaufenden festen ir^z-s-Koordinatensystem verstanden 
(vgl. Pig. 74b). 

Bezuglicb des Vorzeicbens von B ist Polgendes zu beacbten; Die 
Pfanne kann vermoge ibrer Pestigkeit zwar, wenn es notig ist, einen 
aufserordentlicb hoben positiven Gegendruck bergeben, (unter positiv 
die Ricbtung von unten nacb oben verstanden), aber nicbt den ge- 
ringsten mgativen. Sobald sicb ein solcber im Verlauf einer be- 
stimniten Bewegung aus (1) berecbnet, wtirde die Pfanne nicbt aus- 
reioben, um die Rube des Punktes 0 zu sicbem: der Kreisel wiirde 
bei verscb-windendem B die Pfanne verlassen und sein unteres Ende 
in die Hobe scbnellen. Yon nun ab bewegt er sicb nicbt mebr wie 
der Kreisel mit festem Stiitzpunkt, sondern bescbreibt eine Poinsot- 
bewegung im freien Raume um seinen Scbwei-punkt, wabrend sicb 
der Scbwerpunkt selbst den Fallgesetzen gemafs bewegt. Wir wollen 
soiobe Bewegungen von der Betracbtung ausscbliefsen, also annebmen, 
dafs dauemd 

g 0 

ist. Es stebt mit dieser Annabme im Einklang, wenn wir spaterbin 
sogar voraussetzen werden, dafs die Scbwerpunktsbescbleunigung /' 
dauernd sebr klein ist gegen die Fallbescbleunigung g^ so dafs wir 
den Gegendruck B auf seinen „atatiscben“ Bestandteil 

(2) B = Mg ~ dem Kreiselgewicbte 

reduzieren und von dem „dynamischen Bestandteil" M/' abseben konnen. 
Dies ist eine Yernacblassigung (Vernachljissigimgl), die wir im Interesse 
der Durcbfiibrbarkeit des Reibungsproblemes macben; die Giiltigkeit 
unserer Resultate wird dadurcb auf eine Klasse von Bewegungen be- 
scbrankt, die wir als „Pracessions-abiilicbe" bezeicbnen konnen. (Bei 
der regularen Pracession ist ja si = const., also 0 " = 0; Pracessions- 
abnlicb kann daber eine Bewegung genannt werden, wenn 0 " niemals 
von Null sebr verscbiedene Werte annimmt.) 
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Ziigleich. mit B ist aach die Reibimg im Beriiliruiigspuiilcte P 
bekannt Wir uiitere<dieiden dabei zianaobst gleitende und bobrende 
Reibniig, bemerken aber, dafs die gesonderte Berecbiiimg beider zu 
Bedenkea AnlaXs giebt, die im § 6 besprocben werden sollen. Par das 
Folgende kommen diese Bedenken nicbt in Betraclit, da, wie wir seben 
werden, bei einigermafsen betracbtlicber Neigung der Figurenaxe die 
bobrende Reibung gegeniiber der gleitenden Reibimg yemacblassigt 
werden kann. 

Die gleitende Reibimg ist eine im Beruhrungspnnkte P angreifende 
Binzelkraft von der Grofse 
(3) W~^R, 

deren Ricbtung horizontal ist und, ebenso wie die BewegungBrichtung 
von P, auf der augenblicklicben Rotationsaxe OH senkreebt stebt 

(vgl. Fig. 75). Fiir den Bezugspunkt 0 
ergiebt sicb bieraus eine Drehkraft von der 
Grofse 

( 4 ) — Qfill, 

wo p den Hebelarm von TF in Bezug auf 
0, d. i. den Radius OP der begrenzenden 
Kugel bedeutet. Die Axe dieser Dreb- 
kraft stimmt mit der Ricbtung der Hori- 
zontalkomponente des Drebungsvektors 
iiberein. 

Die. bobrende Reibung berecbnen wir 
durcb ihr Moment M^, welches die Verti- 
kale OP zur Axe bat und dem Sinne 
nacb der Vertikalkomponente dee Drebungsvektors entgegengesetzt ist. 
Der GrSfse nacb ist (vgl. den vorigen Paragraph) 

(^) -dfa — = jiaR. 

Wir wunscben uns ein Urteil daruber zu bilden, warm der eine und 
wann der andere Reibungseinfiufs iiberwiegen wird. Zu dem Zwecke 
berecbnen wir die zugeborigen Arbeitsverluste d\ und d% wabrend 
eines Zeitintervalles dt. Bedeutet Q die Grofse der augenblicklicben 
Rotationsgescbwindigkeit, a den Winkel zwiscben der Vertikalen und 
dem Rotationsvektor OB, also Q sin a die Horizontal-, Q cos a die 
Vertikalkomponente des Drebungsvektors, so wird 


I 



( 6 ) 

und 


= ~ AfjQsin«d^, d% = - M^Q cob a dt 
d %^ ; d%^ ~ p sin a : a cos a = p tg a ; a. 
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Die Grofse a, welclie im vorigen Paragraph als mittlerer Eadius der 
Beriihrungsflache gedeutet wurde, konnea wir entsprechend der Bnt- 
stehungsweise unseres Bertihrungspunktes P aas dem Tirsprta^cheh 
Beriihruiigskreise als Eadius dieses letzteren ansprechen. Die Drofse 
Q tg « andrerseits bedeutet (vgL Fig. 75) den Abstand des Beriihrungs- 
punktes P von dem Durchstofsungspunkte ^ der augenblicklicW 
Rotationsaxe mit der horizontalen Pfannenoberflache. Unsere vor- 
stehende Proportion besagt daher, dafs die Arbeit der gleitenden 
Reibung kleiner oder grofser wie die der bohrenden Reibung ist, je 
nachdem die augenblickliche Rotationsaxe den Berfihrungsfcreis dnrch- 
setzt Oder nicht. Lassen wir den Beriihrangskreis nahezn in einen Punkt 
zusammenschrumpfen, so folgt, dafs nur bei nahezu vertikaler Lage 
der Rotationsaxe die bohrende Reibung neben der gleitenden in Be- 
tracht kommt, dafs dagegen bei merklich nicht vertikaler Rotationsaxe 
die gleitende Reibung erheblich mehr Arbeit absorbiert und daher er- 
heblieh grofseren Einflufs auf den Bewegungsverlanf hat. Hieraus 
leiten wir die Berechtigung ab, im Folgenden die hohrende Reibung im 
AUgemeinen gegeti0)er der gleitenden Reibung m vernaehldssigen (Ver- 
nachlSssigimg II), Da bei den zu betrachtenden Bewegungen die 
Figurenaxe nahezu der Rotationsaxe folgt, so wird die genannte Ver- 
nachlassigung solange zulSssig sein, als die Figurenaxe nicht merMich 
vertikal steht. 

Wir woUen die Arbeit der gleitenden Reibung sogleich noch auf 
eihe zweite Weise ausdrttcken, namlich durch die Buler’schen Winkel 
Wir Idsen zu dem Ende den Rotationsvektor $2 in seine 
drei Komponenten <p', tj)', d' nach der Figuren- 
axe, der Vertikalen und der Knotenlinie auf. 

Projizieren wir alsdann den aus den drei 
Seiten g)', iIj', d' gebildeten Linienzug auf 
die Horizontalebene durch 0, so ergiebt sich 
die Horizontalkomponente des Rotations- 
vektors. Dieselbe wird nach Fig. 76: 

Q sin a == l/d'* + 9 ?'® sin’* d. 

Nach (4) und ( 6 ) ergiebt sich daher 

(7) == — pftPyd'* 4- 93 '* sin® &dt. 

Durch eine Heine formale Dmanderung 
kdnnen wir diesen Ausdruck als lineare 



Funktion der Koordinatenanderungen dd, d<p, d^ schreiben, wie wir 
ihn zuUi Ansatz der Lagrange’schen Gleichungen brauchen werden. 
Wir setzen namlich (7) so um; 
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( 8 ) 
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dO" , qj' sin*'9’d!(p 




_|_ _ 


■) 


y#' * -j- gj' * sin® ■9’ ' * -|- qp'”® sin® -O’ , 

Die Koeffizienten von dcp, dip in diesem Anscbruek nennen ^yir 
(vgl. z. B. pag. 78) die „Komponenten der gleitenden ReiBnng im Sinne 
der Koordinaten d'y (p, ip“ mtoA sciireilten: 

^ 9-' ^ T) qp'sin*'9’ yj. 

( 9 ) 1 /'^'® + (p'^sin^^ ’ ‘ 

Beziiglich der Drofse dieser Reibiingskomponenten werden wir ung 
ebenfalls eine Ungenanigkeit zu Schulden kommen lassen (Vernacli- 
Bssigung III). Bei den wicbtigsten Kreiselbewegungen fallt der Rota- 
tionsvektor immer nabezn init der Pignrenaxe zusammen. Es wird 
also die Komponente q)' des Rotationsvektors nacb der Fignrenaxe 
erbeblicb grofser wie die Komponente d"' nach der Knotenlinie. Bei 
der regularen Pracession wird sogar unter Absebung von der Reibung 
genan gleicb Null. Indem wir also festsetzen, dafs in den Aus~ 
dricckm der Reibmgsarbeit und der Eeihungskrafte gegen ip' gestrichen 
werden soil, bescbranken -wir nnsere Betracbtung abermals auf die 
„Pracessions-abnlicben Betvegungen^^ 

In diesem Sinne scbreiben wir (7) nnd (9) 


( 10 ) 


d\ ==> -i- QgB(p' sin %'dt, 
== ? pftR sin 


a = 0. 


Einer Erlauterung bedarf bierbei nocb das doppelte Vorzeichen in (10). 
Es ist klar, dafs die Quadratwnrzel in 01, (7) stets mit dem positiven 
Zeicben zu recbnen ist, da die Reibungsarbeit stets negatir ist. Dasselbe 
gilt von den Quadratwurzeln in 01, ( 8 ) und (9). Entwickeln wir diese 
Wurzeln nacb so baben wir sie in erster Naberung gleicb 

jgj'smd'l, d. b. gleicb + 9 'sm' 0 ’ zu setzen, je nacbdem q/ selbst po- 
sitiv oder negativ ist. Dies gilt insbesondere aucb fur den Yi^ert von 
Oj, in dem wir den Nenner j 90 ' sin '9' | gegen Paktoren des Zablers 
(p'sm^» geboben baben, Das obere Vorzeicben in den Gl. (10) ist 
also in denjenigen Fallen zu wablen, wo der Kreisel um die Piguren- 
axe im Sinne des Ubrzeigers rotiert {(p'>0, Pig. 77a), das untere im 
entgegengesetzten Falle (q <0, Pig. 77b). 

Wir baben jetzt alle V orbereitungen zur angenaberten Losung des 
Reibungsprobiemes getroifen, die uns im nacbsten Paragrapben be- 
sebaftigen soli. Namentlicb werden wir una dabei von der aus der 
Beobacbtung wobibekannten Tbatsacbe Recbenscbaft zu geben baben, 
dafs die Pigurenaxe des Kreisels durcb die gleitende Reibung im Mittel 
langsam aufgericbtet wird. 
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Es wird aber gut Bein, eben diese Thatsacbe scbou vorber auf 
einem wenn aucb sebr uugenauen Wege plausibel zu macbea, dei uns 
die Wirfetmg der Beibung, rein anscbaulicb zu yerfolgeu erlaubt. 

Wir nebmeu an, der Kreisel befinde sicb in scbneller Eotafcion 
und die Rotationsaxe falle nabezu mit der Figurenaxe zusainnren. Ein 
gleiebes gilt dann aucb von der Impulsaxe, deren Lage sicb ja aus 
der Lage von Figurenaxe und Rotationsaxe bestimmt. Wir baben also 
zur Versinnlicbung des Impulses von 0 aus einen sebr langen Vefctor OJ 
abzutragen, und zwar ungefabr in der Ricbtung der positiven Figuren- 
axe, d. b. nack oben bin, oder in dei* unge^bren Ricbtung der negativen 
Figurenaxe, d. b. nacb unten bin verlaufend, je nacbdem die Rotation 
des Krejsels im Sinne des Ubrzeigers oder im entgegengesetzten Sinne 
um die positive Figurenaxe erfolgt. Die Rotation selbst wird durcb 
einen Vektor OB dargesteUt, welcber annabemd ebenso wie der Impuls 
geriobtet ist, also das eine Mai nacb oben, das andere Ma- 1 nacb 
unten. Den ersten Fall stellt Fig. 77a, den zweiten 77b dar. Der 
Einflufs der gleitenden Reibung auf die Kreiselbewegung aufsert sicb, 
wie wir saben, in dem Aliftreten eines Momentes welcbes dieselbe 
Axe wie die Horizontalkomponente des Rotationsvektors und den ent- 
gegengesetzten Sinn bat. Tragen wir also die Horizontalkomponente 
OJff des Rotationsvektors in unseren beiden Figuren ein, so ist da- 
durcb der Sinn des Reibungsmomentes bestimmt. Der fraglicbe Pfeil, 
welcber darsteUt, mufs in Fig. 77a von recbts nacb links, in 77b 
von links nacb recbts verlaufen. 



Nacb den fundamentalen Eigenscbaften des Iinpulsvektors setzt 
sicb nun dieser in jedem Zeitteilcben dt mit dem Zusatzimpuls der 
aufseren Krafte zusammen. Soweit letzterer von der gleitenden Reibung 
berriihrt, ist er gleioh M.^dt\ das Resultat seiner Zusammensetzung 
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mit dem Impiilsvettor 0/ ist in den beiden Piguren angedeutei In 
beiden Fallen bestelit die Wirlmng des ZuBatzimpulseB darin, dafs die 
Horizontalkomponente des Gtesamtimpulses etwas verMeinert wird, die 
Tertikalkomponente xmgeandert bleibt. JDer Grofse mch wird also d&r 
Impuls etwas geselmdchtf der Bichtung nach ei/was meh/r vertikdl gestellt. 
Sein EndpunM wandert ddhei in der dwch den Endpunkt des Anfangs- 
impulses gdegten Sorizontalehene von J nach J^. 

Der Einflufs der Reibnng anf die RicbtungBandemng des Impids- 
vektors wird offenbar um so geringer sein, je grofser die jewedige 
Lange des Impnld^ktors ist; denn die Hinzufugung der kleinen Strecke 
JJ^, welche nnr von der Grofse des Gegendruckes JR, vom Reibungs- 
koefifizienten fi, dem Kugekadms p nnd dem Zeitelement df abhangt, 
macht gegeniiber emem langen Vektor OJ weniger aus wie gegendber 
einem kiirzeren. Die Urnlagertmg des ImpdsveMors erfolgt also um so 
langsamer, je stm-Jcer der Anfangsimpnls wa/r oder je schmller der Kreisel 
urspriinglich rotierte. 

Natiirlicb wird der Impuls vektor OeJ gleichzeitig auch duroh. die 
Einwirkung der Sckwere abgeandert. Aus diesem Grunde verschiebt 
sicb der Endpunkt des Impidses in jedem Augenblicke im Sinne der 
Axe des Schweremomentes, d. h. im Sinne der Knotenlinie. Da aber 
die Knotenlinie anf der Pignrenaxe genan nnd anf der Impulsaxe an- 
genahert Benkrecht stebt, solange unsere Yoraussetzung des angenaherten 
Zusammenfallens von Piguren- nnd Impulsaie zutrifft, bringt die Schwere- 
wirknng angenahert keine Andemng in der Grofse und Neigung des 
Impulsvektors gegen die Yertikale bervor. Da tiberdies die Knoten- 
linie anf der Yertikalen genan senkrecht steht, tritt der Impuls -End- 
punkt auch. wegen der Schwerewirkung nicht aus der genannten fasten 
Horizontalebene heraus. Unsere obigen Behauptungen beziiglicb der 
Grofsen- und Lagenanderungen des Impulses bleiben also auch bei 
Beriicksiohtigung der Schwerewirkung bestehen. Man bemerke ins- 
beaondere, dafs der Sinn des Schweremomentes, welches von der Lags 
des Schwerpunktes auf der Pignrenaxe abhangt, fiir unaere tlberlegung 
belangloB ist. Der Impulsvektor wird also je Unger je mehr dwch die 
Beibung aufgericMetf gleichvul db der Schwerpunht dberhalh oder unterhalh 
des Unterstutgungspunlctes liegt. 

Wir mochten nun aber zeigen — und erst mit diesem Nachweis 
erreichen wir unsem eigentlichen Zielpunkt — , dafs sich ebenso wie 
die Impulsaxe auch die Pignrenaxe des Kreisels verhalt. 

Zu dem Ende bemerken wir, dafs zunachst die Botationsaxe hei 
dem Kugelkreisel genan, bei dem symmetrischen Kreisel angenahert 
der Lage der Impulsaxe folgen wird. Die Pigurenaxe andrerseits wird 


§ 3. Gleitende und bbhrende Eeibung beim Kreiael. 555 

fortgesetzt urn die jeweilige Rotationsaxe auf einem Kegel umgedreht. 
Und zwar geht bei binreicbend starkem Eigenimpuls diese Umdrebxmg 
viel scbneUer vor sicb, wie der Weohsel der Rotationsaxe selbst, der 
art, dafs wabrend einer voUen Umdrebung der Figarenaxe sieb die 
Rotationsaxe nur wenig verscboben bat. In der That wird die Be- 
wegimg der Impulsaxe und daher aucb die der Rotationsaxe um so 
langsamer, je grofser der dem Kreisel urspriinglicb erteilte Impuls war 
wabrend die Umdrebung der Figurenaxe um so scbneller wird, je 
grofser jener Impuls ist. Von einer gewissen Grofse des Impulses ab 
wird a-lso die Bewegung der Rotationsaxe als unendUcb langsam gegen- 
dber der Bewegung der Figurenaxe gelten konnen. Sie verlauft alsdann 
lu solehem Sinne, dafs der Winkel zwiscben Rotationsaxe und Figurenaxe 
sicb jedenfalls nicbt dauernd, hScb&tens einmal fQr kurze Momente 
Tergrofserfc und immer klein bleibt. Somit folgt: Im Mittel mufs dch 
(mch die Fiffu/renaxe unter der Einwirhung der Beihung aufrichten, und 
ewa/r um so langsamer , je schneller die anfdngliche BotaUon wa/r. Dieser 
mittleren Bewegung werden sicb Heine Scbwankungen oder Nutationen 
der Figurenaxe flberlagem, die von der fortgesetzten Umdrebung um 
die Rotationsaxe berrtthren und die die Figurenaxe abwecbselnd der 
Vertikalen nabern und von ibr entfemen. — 

Dafs die Reibung ein Aufricbten der Figui’enaxe aucb dann zur 
Folge bat, wenn der Scbwerpunkt oberbalb des Stiitzpunktes liegt, 
und daber mit der Hebung der Figurenaxe eine Arbeitsleistung ver- 
bunden ist, kann vieUeicbt. auf den ersten Blick iiberraschen. Denn 
die Reibung kann docb stets nur Arbeit verzebren und keine Arbeit 
leisten. In Wirklicbkeit liegt natttrlich die Sacbe so, dafs die zur 
Scbwerpunktshebung erforderlicbe Energie aus der lebendigen Kraft 
des Kreisels bestritten wird, von der aucb die Reibung zebrt. Die 
Verkilrzung des Impulsvektors, welcbe eine Verminderung der leben- 
digen Kraft zur Folge bat, bildet daber, falls der Scbwerpunkt ober- 
balb des Stiitzpunktes liegt, ein notwendiges Korrelat zur Aufricbtung 
des Impulsvektors und zu der der Figurenaxe. 

Das Endergebnis der gleitenden Reibung ist somit die auf- 
recUe Kreisdhewegung. Der zu dieser Bewegung verfiigbar bleibende 
Impuls ist durcb die anfanglicbe Vertikalkomponente n des Impuls- 
vektors gegeben, durcb welcbe sicb aucb die gleicbformige Rotations- 
gescbwindigkeit bei der aufrecbten Bewegung vorausbestimmt. Nach- 
dem einmal Impuls-, Rotations- und Figurenaxe in der senkrecbten 
Lage zusammengefallen sind, ist die gleitende Reibung aufser Tbatig- 
keit gesetzt; der Kreisel kdnnte unsenn bisberigen Ansatz zufolge in 
dieser Lage ungescbwacbt fiir alle Zeit fortrotieren. 
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Letzteres widerspriclit aber offenbar der gemeinen Erfabrong, wo- 
nacb jede Bewegxing durch Reibungseinflusse scliliefslicb definitiv ver- 
nicbtet wird. In der That ist jenes Ergebnis auch nur eine Folge der 
■willkiirliclienTJnterscKeiduiig zwischen gleitender und bohrender Reibung 
imd der Vemachlassigimg der letzteren. Wir iniissen uns daher jetzt 
noch ein tingefahres Urteil fiber die Wirlcmg der bohrenden Beibmg 
versobaffen. 

Rach dem obigen Torlanfigen Ansatz liefert die bohrende Reibung 
ein Moment; welches der Vertikalkomponente des Rotationsyektors ent- 
gegenwirkt. Im EaUe Ton Pig. 77 a (Rotation im Sinne des XIhrzeigers 
urn die Pigurenaxe) ist der Rotationsyektor nach oben geriohtet, also 
wiirde das Drehmoment Afj der bohrenden Reibung durch einen Pfeil 
darzustellen sein, der yon 0 aus nach unten lauft. Dieses Drehmoment 
setzt sich ebenso wie das Drehmoment der gleitenden Reibung in jedem 
Augenblicke mit dem vorhandenen Impuls OJ zusammen. Hierbei wird/ 
wie man sieht, der Impulsyektor wn der Yerti'kalen abgelenU, indem 
sein Endpunkt etwa von J nach yerlagert wird. 

Das gleiche gilt aber auch im Palle der Pig. 77 b, wo der Pfeil 
des Drehmomentea nach oben weisen wiirde und der Impuls bei der 
Zusammensetzung mit Jfg gehoben wird. Sein Endpunkt wandert 
dabei etwa yon J hack J^. In beiden Fallen ist die Umlagerung des 
Impulses zufolge der bohrenden Reibung mit einer Verlmrmng des Im- 
pulses verbimden. 

Die bohrende Reibung arbeitet also in einer Ilinsicht der gleiten- 
den Reibung entgegen: sie strebi dm ImpulsveMor von der Vertikalen 
entfernen. In anderer Einsicht wirkt sie in gleichem Sinne wie die 
gleitende Reibung: sie schwdcM den Impuls dauernd. Da wir sahen, 
dafs der Einflufs der bohrenden Reibung, solange die Rotationsaxe 
merklich yon der Yertikalen yerschieden ist, klein gegeniiber dem Ein- 
fluTs der gleitenden Reibung ist, so wire! diesor letztere jedenfalls den 
Ausschlag geben und es wird iuotz der bohrenden Reibung ein Auf- 
richten der Pigurenaxe erfolgen. Hochstens konnte das Zeitmafs des 
Aufrichtens durch den Einflufs der bohrenden Reibung etwas yerzogert 
werden. Andrerseits ist zu beachten, dafs das Aufrichten uni so 
schneller erfolgt, je kiirzer der Impulsyektor ist, dafs also die bohrende 
Reibung, indem sie die Lange des Impulsyektors reduziert, ihrerseits 
das Aufrichten indirekt beschleunigt. Diese indirekte Wirkung der 
bohrenden Reibung wird daher ihre direkte Wirkung, den Impulsyektor 
von der Yertikalen abzulenken, teilweise kompensieren. 

1st aber die aufrechte Lage annahernd en-eicht, so tritt die bohrende 
Reibung als die Hauptsaehe in ihr Reeht, weil aisdann die gleitende 
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Eeibiing sebr Hein geworden ist. Durcb diV Kr^K j -n • 
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Di^ Grundgleictagen, von denen wir anszugelien liabeii, smd in 
ganz Micher Form sclion pag. 154 imd pag. 220 ii. entwickelt 
wordenj sie lauten; 

a) Der Ansdrack der lebendigen Kraft des symmetrisclien Kreisels; 

(1) T ^ Y + + + 

b) Der Zusammenliang zwiscben Impuls- und Geschwmdigkeits- 
koordinaten: 

dT 


I [(j,] « 0 {tp' + cos 


(2) 


[\|/] = n « == A sin* + G cos d {qf + cos 


[ 0 ] 


d'^ 

dT 




^ = A»\ 


c) Die Anflosung der beiden ersten der vorstebenden Gleicbungen 
nach den Oescb’mndigkeitskoordinaten: 


( 3 ) 


Ip' 


n—coi%'N 
A sin* O' * 


, COBfr% j /I i\ at 

y == j.Bin*T ~ + lo 


d) Der partielle Differentialqnotient der lebendigen Kraft nacb der 
Koordinate 'd: 




dT 

d» 


A (cos •0'^' — JV) sin 0'^' 


(jy — COB 0n) (w — cos &N) 


J. sin® -O' 

e) Das Gesetz fdr die linpulsanderungen oder die Lagrange’schen 
Oleiclimigen im engeren Sinne: 

di 

dK -- . fl. 

Mg am 

{N — cos 9 n) (n — cos & N) 


(P) 

( 6 ) 

( 7 ) 


A»'‘ 




P sin &. 


Statt der Gieicbnng (7) baben wir beim reibnngslosen Kreisel den 
Satz der lebendigen Kraft benutzt, der sicb dadurcb empfabl, dafs er 
die Ansfubrung einer Integration in sich scblofs. Im vorbegenden 
Falle geht dieser Vorteil verloren, weH der Reibungswiderstand keine 
konservative Kraft ist, und wird daber die Gieicbnng (7) wegen ibrer 
eiofacberen Bauart beqnemer als jener Satz. 

Wir wollen die Bedeutung der letzten drei Gleicbimgen der Beibe 
nacb durcbgeben. 

Gieicbnng (5) sagt ana, d&fs die VerUJcalhomponente des Impulses 
durdi die gleiiende Beibung nicM heeinflufst wird, wie wir scbon im 
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Torigen Paragraph erkaimteiL w kanii daher nach tne Tor als eiae durch 
den Anfangszustand gegebene Integrationskonsttote angesehen werden. 
tjTbrigens folgt dieses Residtat allein atis nnserer Vernachlassigung H 
der bokrenden Reibung nnd ist von der liinfiihnmg oder Nichtein- 
fiihnmg der Yemachlassigungen I imd HI tmabhangig. 

Ans Gfl, (6) schliefsen wir, dafs sieh Ahsolutweri des Mge»r 
impidses N dcmemd im gleichm, ndmlich im abnehmendm Sinne dndet't. 
Wegen der Bedeutung des doppelten Vorzeichens (vgl. pag. 552) be- 
rechnet sich namlich fur dN aus 01.. (6) ein negativer oder positiyer 
Wert, je nachdem ip oder, was auf dasselbe herauskommen wird, je 
nachdem A'’ positiv oder negativ isi Die 0r6fse von A' koimen wir 
hierhach als eine Art Zeitmesser benutzen, da wir den Ablauf der Be- 
wegung ebensowohl auf die abnehmenden Ayerte von jjy| “wie auf die 
wachseaden Werte von t beziehen konnen. Mit anderen Worten: 
Iwmmn siaU der Zeit t die Grofse N als unaWidngige Variable dnfUhren. 
Ist die wechselnde Lage des Kreisels, insbesondere der Winkel -O-, als 
Punktioh von N bekannt, so lafst sich der zeitliche Yerlauf der Be- 
wegung nachtrSglich feststeilen, indem man nach (6) bereehnet: 


9(^9 J 6 


In 01, (7) kommen zunachst drei Yeranderliche vor, namlich t, 
N und O', Statt -O* fiihren wir wie fruher die Hiilfsgr6fse 
(9) u = cos & 

ein, iiberdies eliminieren wir die Yariable t mittels der 01. (6) und be- 
nutzen uaoh der vorstehenden Bemerkung femerhin N als unabh^gige 
Yariable. Zu dem Ende ist es nur notig, die nach der Zeit genommenen 
Differentialquotienten von & durch solohe nach JV zu ersetzen. Wir 
haben: 

i'» . „ d'a dlT , s, d'u.^ 

01. (7) lafst sich daher mit Ruoksicht auf (9) und (10) in die folgende 
bemerkenswert einfache Eorm schreiben: 


(11) {Qg'Mg) ■ — X’ 

Das Frohlem ist somit auf eine einnelne gewohnliche Differmticdgleiehmg 
meiier Ordntmg mischen u und N redmiert. 

Wir beabsichtigen nicht, diese 01eichung in gescblossener Eorm 
oder durch irgend welehe ReihenentwicMimg zu integrieren. Yielmehr 
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werdeu wir versuclien, auch. olme formelmarsige Integration diireli saeli- 
gemiifse Diskussion der Differentialgleichung das Wesentliche nber den 
Verlaaf der Integralkurve zu erfakren. 

Da die Gestalt der Integralkurve wesentlicli von ilirer Kriimmung 
Tiud diese von dem zweiten Differentialquotienten abhangt, so werden 
wir darauf gefukrt, die reckte Seite von (11) naher zu studieren. Dnd 
zwar werden wir zunachst feststellen, wo die reckte Seite einen Yor- 
zeickenwechsel aufweist. Zu dem Zwecke betrachten wir die G-leicliung: 
(12) * {n - uN) (N - un) - AF (1 - = 0. 

Hier ist es noch bequein, mit dem Quadrat der Impulskonstanten n zu 
dividieren und die Abkiirzungen 


(13) 


V =‘ — , + m 

n ’ — 


2 


AP 


einzufiibren. Die Grofse v ist dann, ebenso wie der Neigungscosinus 
w, eiue reine Zabl. Das Gleiche gilt nacb pag. 293 von der Grofse 
+ m‘, wobei das positive oder negative Yorzeicken zu waklen sein wird, 
je nackdem P positiv oder negativ ist, der Sekwerpunkt also liber oder 
uiiter dem Stutzpunlcte liegt. Unsere Gleickung (12) verwandelt sick 
so in eine Gleickung zwiscken den drei nnbenannten Zablengrofsen ii, 
V und m^, namlick in: 

(Id) (1 — uv) (^) — w) = ;±; w® (1 — u^y. 

Wir deuten u als Ordinate, v als Abscisse in einer w,i)-EIl>ene; die 
durck (14) dargestellte, in dieser Ebene verlaufende Kurve vierter 
Ordnung bezeicknen wu’ als^Leitlinie^ da sie der spater zu kon^truieren- 
den Integralkurve gewissermafsen als Puhrung dienen wird. Dio In- 
tegralkurve der Gl. (11) mufs sick, wie wir zeigen werdeu, um unsere 
Leitlinie in unmittelbarer Umgebung derselben kerumscklangeln. 

Die Gestalt der Leitlinie ist in Dig. 78 dargestelltj und zwar be- 
ziekt sick die ausgezogene Liiiie auf den Pall P > 0, wo in (14) das 
positive Zeicken gilt, die punktierte Linie auf den Pall P <0, in 
welckein mit dem negativen Yorzeicken verseken ist, Wie Gl. (14) 
zeigt, entstekt die letztere aus der ersteren, wenn man u, v mit —u,—v 
vertausckt, wenn man also die erstere Linie um den Anfangspunkt der 
«,»-Ebeiie dutch dea Winkel voa 180» dreht. Hiertiaoh gealigt es, 
doa jP >0 alleia zu betrachten, also in 61. (14) lediglich das 
obere Yorzeicken zu keriicksicktigen. 

Zur Begrunduag nnserer Pigur 78 sei folgendea bemerkt: Kon- 
straiort man die gleiohseitige Hyperbel 1 - uv und die Gerade n ~ m, 
BO teileu diese die Ebene in seohs Gebiete; in d.m6n derselben hat die 
ate &e,te Ton (14) positives, in den (ibrigen negatives Vorzeioben. 
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Nur ill den ersteren Gfebieten, die in der Figur dnrcli Scliraffierimg 
kenntlicli gemaclit sind, kann unsere Leitlinie verlanfen, da sonst Q-l. 
(14) niclit erfiillbar ware. 

Ferner ist es fur die Gestalt der Leitlinie wesentlicb, dafs wir 
als Meine Zahl voraussetzen diirfen. Derm wir betracbten nur Be- 



wegungen, bei welcben dem Kreisel anfanglicb eine scbnelle Umdrebung 
Oder ein starker Impuls erteilt wurde. Unter einem starken Impuls 
versteben wir aber nack pag. 293 einen solcken, fiir den erkeblick 
grofser als die gleickbenannte Grolse AJP, fiir den also APjJSf^ ein 
kleiner eckter Bruck ^beispielsweise < ist. Da nun die Yertikal- 
komponente n des Impulses von derselben Grofsenordnung wie der An- 
fangswert des Eigenimpulses ist, so wird auck APjn^ = ein kleiner 
eckter Bruck. In der Figur kaben wir nur w^==l/9 gewaklt, weil bei 
nock kleinerem unsere Zeicknung undeutlick wurde, wakrend wir 
fiir die Zwecke der spateren Recknung an der Annakme “ fest- 
kalten werden. 

Man iiberzeugt sick sodann nack der libHcken Metkode der Potenz- 
entwicklung leickt, dafs die Punkte (m — '« = 1) und P^{u~v = ~l) 
Doppelpunkte unserer Kurve werden und dafs die beiden Kurventan- 
genten in diesen Punkten mit der positiven bezw. negativen Abscissen- 
axe einen Winkel a einsckliefsen, der sick aus 

tg a = (Punkt Pi) 


bezw. aus 
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terechiiei lin Punkte ist der genannte Wmlcel also ein wenig 
gjolser, m,.Pg ein wenig Heiner wie 45®. 

Aus Gl, (14): folgt femer leicht, dafs tiiisere eine and nur 

eine ziar «-Axe i)araHeb Taiigente Beriilmmgspunkte 

““ ® s) 

besitzt. Hieraus ist zu scMiefseu, dafs die beiden durch nacb oben. 
bin Yerlatifeiideii Euryenaste gicb in einef Scblinge yereinigen. Die 
beiden dnrcb Pj nacb links auslanfenden Aste kSimen sick dagegen 
nicbt znsaniinenscliliefsett, da der obere yon ibnen sich asymptotiscb 
der Abseissenaxe annabert. Das gleicbe gilt, yon dem durcb P^ nacb 
linten reehts yerlaufenden Aste. 

Durcb diese nnd abnlicbe Betfaclittingen laJTst sicb die Gestalt 
nnserer Leitlinie mit binreicbender Sicberbeit im Falle P > 0 £est- 
steBen. Gestalt im Falle P <; 0 wird dann durcb die scbon er- 

wabnte TJmdrebung ane jener abgeleitet. 

Weicben Nutzen gewabrt uns nun die Kenntnis der Leitlinie to 
die Integration der Gleicbting (.11)? Wir schreiben uns diese Gleicbung 
zunacbst so uin, dafs darin lauter unbenannte Grofsen yorkommen. Zu 
dem Zweoke diyidieren wir sie mit und ersetzen 


d*u 


durcb 


1 d*u 
n* dv* 


Der Faktor von 
Abkurzung P == 


wird auf solche Weise, wenn wir die iiblicbe 
i: einfubren: ‘ 

ZAP 




\ n’ 




-) = (wVi)' 


mit der weiteren Abkiirzung 



nnd tosere Gleicbung (11) gebt iiber in 

(16) . > 
bez, in 




‘•(P>0) 


(16) 






{l—uw)(v- 
(i — wy 



^ Nun TersAwindet die recite Seite jeder dieser Oleickuigen nur in 
den Ptmkteu der zngeliBrigen Leitlinie uKd es tritt daher ein Weclwel 
im Sinne der Kriimmung nnserer Integudkorve nur, ein, Wenn dime 
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die Leitliriie flberselireitet. Wegen der Bedentung Ton w = cos D* 
braxicliea wir nnr denjenigen Streifen der w,v-Mhea.e zvl betrachten; 
der zwiscben den Geraden m = ± 1 entbalten ist; dieser wird Ton der 
Leitlinie in Tier Gebiete eingeteilt. Das jedem Gebiete zukommende 
Yorzeicben Ton d^ujdv^ ist in den Figuren 79 nnd EO eingetragen; 
fflian stelit es am einfacbsten dadurch fest, dafs man Ton dem Pnnkte 
u = u = 0 ausgeht, in w^lcbem die rechte Seite Ton (15) gleieh — m% 
die Ton (16) gleicb + wird. Hierdurcb ist das fraglicbe Yor- 
zeiohen fur jeden Punkt unseres Streifens bestimmt. In den mit + 
heiseichnetm Gehieten isf die gesuchte Integralkurve, aus der Miditnjbfig 
der jgositiven Ordinatenaxe hetrachtebj Tconhav gelcrunimtf in dm mit — 
hezdchneten Gehieten lomecc; heim TwerscJireitm der Leitlmie hesiUt sie 
jedesmal einen Wendepunlct. 

Dm Ton bieraus die IntegralkurTe wirklich konstruieren zu konnen, 
miissen wir uns zunacbst bestimmte Anfangsbedingungen geben. Wir 
bezeichnen den anfanglicben Neigungscosinus der Figurenaxe gegen 
die Yertikale mit Uq und setzen etwa fest, dafs zu Beginn der Impuls- 
Tektor genau in die Ricbtung der Figurenaxe falie, dafs also der Kreisel 
zu Beginn keinen seitbcben Anstofs erbalte. Dann gibt der Anfangs- 
wert Nq. des Eigenimpulses zugleicb die Gesamtlange des ImpulsTektors 
und es ist die Yertikalkomponente des Impulses n = TJnsere 

Integralkurre beginnt daber in eiuem Punkte dessen Koordinaten 
Uq, Vq der Gleicbung I^UqVq geniigen, welcber also auf der (in Fig. 79 
und 80 gestricbelt eingezeiebneten) gleicbseitigen Hyperbel liegt. Femer 
ist bierdurcb zugleicb die Anfangstangente der Integralkurre bestimmt; 
wenn namlicb der Impulsrektor die Ricbtung, der Figurenaxe bat, so 
fallt aucb die augenblicklicbe Rotatioiisaxe in die Figurenaxe binein. 
Die Figurenaxe stebt also momentan im Raume stiU imd es ist 


dii, 

dt 


0 und daber aucb 


du ^ . dii f\ 

■^ = 0 sowie =U. 
dN dv 


Unsere Integralkurre setzt also im Punkte Pq mit einer borizontalen 
Tangente eiu. 

Yon dem weiteren Yerlauf der Integralkurre gilt die allgemeine 
Bemerkung: dafs sie, auf die Ahscissenaxe senkrecht projmert, diese 
uberall einfach uherdecken mufs. Denn, wie oben festgestellt, nimmt 
der Absolutwert ron N mit wacbsendem t bestandig ab, desgleicben 
der (notwendig positire) Wert ron — Ua nun zu jedem Werte 
Ton t nur ein Wert ron u geboren kann, so kann aucb jedem Werte 
ron V nur ein Wert ron w entsprechen. 

Betracbten wir nun z. B. Fig. 79 (P > 0). Der Anfangspunkt P^ 
liegt in einem Gebiete negatirer Kriimmung (d. b. einem Gebiete, wo 


564 Einflnfs von Rwljung-, Luftwiderstand, ElastizitM etc. 

dhijdv^ <,0)] die IntegralfcarTe ist also voii obea geseheti koiiTex 
Da sie in Pq eine borizontale Tangente hat, mufs sie nacb nnten um- 
biegen nnd bald zum Scbnitt mit der Leitlinie kommen. Hierbei gebt 
sie mit einer Wendimg in ein Debiet positiver Eriiminung fiber, rer- 
liinft also yon jetzt ab nach oben bin konkav. Die zwei Moglicbkeiten 
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a) 


d^u 

dv^ 


(‘+(lf)T 


“«-Aued™oit 

substitiiieren, dessen jeweiligen Betrag wir direkt aus der Differential- 
gleichnng (19) entnekmen komaen. Bieser Wert ist allerdings etwas 
zu grofs und^ stimint nur dami mit dem genauen Wert der Kriimmima- 
hmreicliend ubereni, wenn die Neigmig der Kurventangente gegen die 
Abscissenaxe klein ist. Dafs dieses in unserem Falle zutrifft, konnen 
wir nickt mit Sickerbeit bekaupten; nnr soviel ist nack einer Be- 
meikung auf der vorigen Seite klar, dafs die Neigung der Kurvem 
tangente niemals unendlick grofs werden kann; denn dann wiirde die 
Projektion der Integralkurye auf die Abscissenaxe diese nickt mekr 
eindeutig iiberdecken. 

Auf der Leitliuie selbst kat wie wir wissen die Integralkurve die 
Knimmung Null. Ersetzeu wir in der Oleickimg (15) die Zakl 
durck eine wenig kleinere oder grofsere, so entsteken zwei Nackbar- 
kurven der Beitlinie von wesentlick gleickem Verlauf^ welcke beispiels- 
weise bfeide durck den Punkt P^ kindurckgeken und sick asymptotisck 
der positiven Abscissenaxe ansckliefsen. Wir konnen etwa statt der 
kleinen Zakl das eine Mai den Wert Null, das andere Mai den 
Wert einsetzen. Die erste unserer Nackbarkurven fiillt dann in 
dem uns interessierenden Gebiete mit der Hyperbel uv = 1 zusaminen, 
die zweite kat die Gleickung 

(1 — uv) (v — u) == 2m^ (1 — u^y. 

In den Pimkten der ersteri bez. zweiten Nackbarlrurve besitzt die 
integralkurve nack Gl. (15) die angenakerte Kriimmimg 


bez. 


Der Wert von sollte etwa 


d^u 

— w® 

1 

~dl)^ 



d‘^it, 

‘2 m® — m® 

J 1 . 

~d^ 




— sein. Der Reibungskoeffizient ft 
ist ein eckter Bruck; als Grofsenordimng kann man etwa y annekmen, 
so dafs etwa wird. Auck die Yerkaltniszakl 1 ^ ist ein 
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echter Bruch ^ da der Schwerpunkt einea merMiclien Abstand von dem 
festen Puukte baben mufs, wenn anders wir es iiberbaupt mit einem 
j^schweren Ereisel" zu tbun haben, wakrend die die Pigurenaxe naeb 
untenbin begrenzende Halbkugel sicberlicb einen kleinen Radius be- 
sitzen wird. TJm eine bestimmte Angabe zu macben, wollen wir etwa 

il® gleicb (d. b. AJ == ca. 32 p) setzeu; TJnter diesen Yorausseizungen 

wird die angenaberte Kriimmung der Integralkurve auf unseren beiden 
der l^naebbaidien Rurven gleicb ± 10®, der angenaberie 

Krilmmungsradius also nur gleicb ein MUliontel der Einbeitsstrecke 
unserer Pigur. Dabei ist der Abstand unserer beiden Nacbbarkurven 
von einander und von der Leitlinie eiu aufserst geringer, namlicb 
selbst von der Grofsenordnung und er vermindert sicb iiberdies mit 
wacbsender Annaberung an den Punkt 

Die KrUmmung der Integralhirve also, die mf der Leitlinie selbst 
dm Wert Null hat, wird in ndchster Nahe derselhm schon sehr grofs. 
Sdbald sich die Integralkurve nur merklich von der Leitlinie entfernt hat, 
mufs sie schleunigst wieder umbi^en und mh der LeiUinie dbermals 
ndhem: Die Integralkurve ist hiemach gezwumgen, mit aufserst geringer 
Amplitude und S^annweite um die Leitlinie herumzuoscillieren, abnlicb 
wie ein Massenpunkt urn eine Rubelage mit kleiner Amplitude und 
kurzer Scbwingungsdauer berumpendelt, wenn er schon bei geringer 
Entfemung von der Rubelage durcb eine grolse Kraft nacb jener 
zuruckgetrieben wird. 

Somit ist bewiesen, dafs der in der Figur 79 punktiert gezeichnete 
Yerlauf der Integralkurve bei kleinem Werte von d. b. bei grofsem 
Anfangsimpuls unmfiglicb ist und dafs der geschlangelte, ausgezogene 
Yerlauf mindestens qualitativ der Wirklichkeit entspricbt. Der punktiert 
gezeichnete Weg mag vielleicbt bei scbwacbem Anfangsimpulse zur 
Geltung kommen, dock geben wir auf diesen minder wicbtigen Fall 
nicbt ein. Die entspreebenden Uberlegungen und Konstruktionen lassen 
sicb fast Wort fiir Wort auf den Pall P <[ 0 iibertragen; wir konnen 
daber behaupten, dafs auch in Fig. 80 die Integralkurve um die Leit- 
linie berumpendeln mufs und niemals erbebbcb von ibr abbiegen kann. 

tibrigens lafst sicb die bier befolgte Scblufsweise, die wir als 
grapbiscbe Integration bezeicbnen konnen, sofort auf den allgemeineH 
Fall der Differentialgleicbung 

ubertragen, wenn die Punktion f(u, v) in der Umgebung der „Leit- 
linie" f(u, u) = 0 ein starkes GefdHe besitzt und der Anfangspunkt 
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der IntegmUmrve der Leitlinie nicht zu fern angenommen wird. Anch 
Mer mufs die Integralfcurve fortgesetzt um die Leitiinie herumpendeln. 

^er die Amplitude und Spannweite der Pendelungen haben wir 
bisher nur gesagt, dafs sie aufserst Mein sein mSssen; wir fiigen noch 
hinzUj dafs sie ^m so Tdeiner ausf alien mussenf je Meiner die ZaM 
je grofser also der anfdngliche Bemgungsimpds ist, wnd dafs sie mit 
mneJme/nd&r Annaherung cm den PunU Pj almehnien ‘miiss&n. 

Denken wir uns, um dieses einzuseben, die Niveaulinien des Aus- 
drucks f{u, v) konstruiert, welcher unserer Differentialgleicbung zufolge 
die angenalierte Kriimmung der Integralkurve bestimmt, in der Weise, 
wie dies fiir die speziellen Niveauliriien ~ 0 (die Leitlinie) 

und / {u, t;) == + (die beiden oben genannten Nacbbarkurren) 

gescbeben ist. Diese Niveaulinien liegen um so dichter^ je kleiner 
ist; aufserdem verdichten sie sick in der Nabe des Punktes Pi, da sie 
aUe durcb diesen Punkt hindurcb miissen. Die Dichtigkeit der Jfiveau- 
linien liefert aber direkt einen Mafsstab fiir die Erummungszunalune 
der Integralkurve in der Nahe der Leitlinie und fiir ibre Tendenz, 
nacb der .Leitlinie zuriickzukebren. Nocb anschaulicber konnen wir 
uns den Ausdruck /(w, «;) als ein Relief modelliert denken, indem ,wir 
uns den absoluten Wert von f (u, v) als dritte Koordinate senkrecbt 
zur w, «;-Ebene auftragen, wobei die eben genannten Niveaulinien zu 
Hbbenlinien des Reliefs werden. Es entsteht so eine Rinne, deren 
Soble in der u, t?-Ebene iiegt und mit unserer Leitlinie zlisammen- 
faUt und deren Boschungen beiderseitig um so steiler ansteigen, je 
kleiner ist und je mehr wir uns dem Punkte P^ nabem. In 
letzterem stellen sicb die Boscbungen genau lotrecbt. Wiederum 
waebst mit der Steilbeit der Boscbungen die Scbnelbgkeit, mit der 
die Integralkurve bei seitlieber Abbiegung der Leitlinie wieder zusitrebt. 
Die Integralkurve verlauft ahnlicb wie die Babn eines scbweren Punktes, 
der in der (reibungslos gedacbten) Rinne entlang lauft, zugleicb aber 
vermoge eines seitlicben Anfangsanstofses abwechselnd rechts xmd links 
an den Randern etwas auflauft. Wabrend die bei den aufeinander- 
folgenden Seitenpendelungen erreicbte Hobenlage nacb dem Energie- 
gesetz dieselbe ist, wird die in borizontaler Ricbtung gemessene Ampli- 
tude der Seitenabweicbung um so kleiner, je grofser die Steilbeit der 
Bander ist; desgleichen wird die Zeitdauer der aufeinanderfolgenden 
Pendelungen oder, was auf dasseibe berauskommt, die langs der Soble 
gemessene Spannweite der Seitenpendelungen geringer bei wacbsender 
Steilbeit der Riinder; denn die nacb der Rinne zuriicktreibende Kraft, 
d. b. die in die Boscbung fallende Komponente der Scbwere, ist dem 
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Gefalle der Boschung proportional. Die Bahn des Massenpunktes wird 
also, auf die liorizontale Zeiclienebene projiziert, was die Ausgiebigkeit 
der anfeinanderfolgenden Pendelungen boti-ifffc, in der That die in der 
Pig. 79 und 80 dargesteUte Form annebmen, welcbe somit aucli unserer 
Integralkurve zukommen wird. 

Die Sciilufsfolgerimgen, die sick von liierans fiir den Ablanf der 
Kreiselbewegung ergeben, liegen auf der Hand. Mit wacbsender Zeit 
nimmt der Eigenimpiils N seiner Grdfse nach ab. Piel er anfangs in 
die Ricbtung der Figurenase, so ist anfangs ]7V|>|?^[ und mit 
wacbsender Zeit nabert sicb N deni Werte n, d. b. v dem Werte 1. 
XJnsere Integralkurve zeigt dann, dais sicb gleicbzeitig u dem Werte 1 
oder .'d' dem Werte 0 nabert JDie Figurenaxe richtet sich also durch 
dm Einflufs der gleitenden Meihung allmahUcfi auf. 

Hand in Hand mit der Aufricbtimg der Figurenaxe gebt natiirlicb 
ibre Frdcession um die Vertibale von statten, deren jeweilige Ge- 
scbwindigkeit sicb nacb Gl. (3) aus dem augenblicklicben Werte von 
O' und N bez, von u und v berecbnet. Die Aufricbtung der Piguren- 
axe wird unterbrocben und ibi-e Praeession wird begleitet von kleinen 
Nutationen der Figurenaxe, die dnrcb die Seitenpendelungen unserer 
Integralkurve dargestellt werden. Eiese Nutationm sterhen dber in dem 
Ma/se ah, wie sich die Figuremxe auf richtet und sind uhrigens von 
Ha/use aus um so Meiner, je grofser der Anfangsimjmls war, voraus- 
gesetzt natiirlicb, dafs dieser genau oder ungebihr die Ricbtung der 
Figurenaxe batte. 

Ist die aufrecbte Lage erreicbt, so fallt der bisberige Grund fiir 
die Abnabme des Impulses, die gleitende Reibung, fort In der That 
ergiebt sicb mit m = 1 aus Gl. (6) dNjdt == Oj es bleibt also von nun 
ab N=n oder t; = 1: Unsere Integralkurve endigt im Punkte ^md 
der Kreisel verharrt in der aufrechten Eewegung. Die endgiiltige Ver- 
nicbtung des Bewegungsimpulses fallt nicbt der gleitenden sondem 
der bobrenden Reibung zu, wie bereits im vorigen Paragraph aus~ 
emandergesetzt wurde. 

§ 5. Angeualierte formelmafsige Darstellung des Bewegungsverlaufes. 

Da wir auf Grund der vorangebenden Diskussion die Bewegung der 
Figurenaxe grapbisch beberrseben, wird es nun leiobt sein, eine naberungs- 
weise formelmafsige Darstellung der Bewegung zu geben. Wir fiigen 
diese nacbtraglicb binzu, teila um einige numeriscbe Rechnuugen an- 
stellen zu konnen, teils um den in der Einleitung (pag. 5) ausgesprocbenen 
Grundsatz zu verwirklichen, nacb welcbem „unsere Eenntnis derMecbanik 
nicbt auf die iormel basiert sein soRe, sondern umgekebrt die ana- 
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lytiscjh.e FormuliGning’ als letzt© Konsequeiiz aus einem grundlichen 
Yerstandnis der mechamscLen Yerlialtnisse von selbst zum Yorsclieiii 
komme“ 

Der Gedanke bei der folgenden Nabefnngsrecbnung bestebt darin^ 
dafs wir, was die Anderungen von -O’ angebt, fiir ie oscillierende 
Integralkurve der Figuren 79 und 80 unsere Leitlinie selbst substi- 
tuieren. Was wir dabei veruacblassigen, sind die Nutationen der Figuren- 
axe, welcbe die Bew^egung nur voriibergebend und in geringem Grade 
beeinflussen, was wir aber beibebalten und in nnseren Formeba zum 
einfacben Ausdruck bringen, ist das Aufrichten der Figurenaxe, die 
Abnalime des Impulsvektors und der mittlere Betrag der Pracession^ 
d. b. alle wesentlicben Momcnte der Bewegung. 

Wir seben also die Gl. (14) des vorigen Paragrapben als die 
wabrend der Bewegung angenabert giiltige Beziebung zwiscben dem 

Neigungscosinus u == cos O' und der Impulsgrofse ~ — a'U. Um die- 
selbe nacb v aufzulosen, scbreiben wir sie folgendermalsen: 

Die beiden Wurzelii v^, dieser quadratiscben Gleicbung werden: 

+ y) “ ~ 1) 

= y(w + - ~) yi =F 4umK 

Wegen der aucb jetzt vorauszusetzenden Xleinbeit der Zabl 

. . — n* 

Ziehen wir die Quadratwurzel nacb dem binomiscben Satae angenabert 

aus. Es ergiebt sicb: 

%=!(.. + 4) - 1 (m - 1) (1 T 2um‘) _ 1- IF «»(!-«*), 

% = Y ^ Y ~ ^ = M + m®(i , 

Da w<l ist, wird Die Bedeutung der beiden Wurzeln 

folgt aus Fig. 78. Scbneiden wir namlicb die ausgezogene oder die 
punktierte Leitlinie jener Figur mit einer zur Abscisseriaxe parallelen 
Geraden m = const., wobei 0 <C W' <C 1 sein moge, so erbalten wir zwei 
Sobnittpunkte, von denen der eine rechts von P^, der andere bnkg 
davon zwiscben Pj und Pg liegt. Dem ersteren entspricbt ein Abscissen- 
wert 1, dem letzteren ein solcber 1. Wir interessieren uns 
nur fur denjenigen Teil der Leitlinie, welcber von unserer Integral- 
kurve umscblangelt wird, baben also nur den Wurzelwert zu be- 
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rucksichtigen. Grehen wir noch zu der^ urspriinglicjh.en Bedeutung der 
Zeichen -y, m tuid w® zuriick, 30 konnen wir die fur v.^ gefundene 
Foruiel so sckreiben: 

(1) jV" sin® -O’. 

Wir erkennen kieraus, in welcher gegenseitigm AbhdngigTmt ^ g<^&n, 
0 und N gegen n Tionvergi&t 

Wir berechnen zweitens die Pracessionsgescbwijidigkeit p', die zu 
den ;;wecbseliiden Neigungen der Figurenaxe gebort. Aus (1) foigt 

fl ~ JN^ COB & P * 

— - 7 - — cos'0'. 

— A sin*^ n 

Dies isf naeh Gfl. (3) des vorigen Paragraphen zugleicb die gesuckte 
PracessLonsgescbwmdigkeit. Man bat also 

( 2 ) 


Ilf' — — cos S' 
^ n 


und sebliefst, da/s szch die absolute Grdfse der JPrdcessionsgeschwiftdigJceit 
~heim Aufrichten der Figurenaxie etwas hescMeunigt. 

Wir fragen sodann nacb dem zeitlicben Verlauf der Bewegung, 
Ider ja aus unserer qualitativen Darstellung eliminiert war. Hierbei 
baben wir auf die Bl. (8) des vorigen Paragrapben 

. -P 1 fdN 

■ MgftQj Bins’ 

zurGckzugeben, (Das obere Torzeicben gait bei positivem Anfangs- 
werte von W, also bei positivem n, das untere bei negativem.) Wir 
berecbnen durcb ■d- und dlO- aus Crl. (1): 


dW: 

und erbalten dann 


( ~ 

2AF 

\ cos® -S' 

n 


cos'd'^ siu'S’d^'O' 


1/ 


d& 

COBBS’ 


2AP f 

I cos d'db' 


^ ^ 1 , 

Das doppelte Vorzeicben diii-fen wir durcb das einfacbe negative er- 
setzen, wenn wir daffir n mit dem Zeicben des absoluten Betragee 
verseben. Fuhren wir die Integi-ationen aus und bestimmen die Inte- 
grationskonstante daraus, dafs -O’ = fiir ^ == 0 sein soli, so ergiebt 
sieb das folgende Geset 0 fiir den ^(Michen Verlcmf der Bewegung : 

( 3 ) = 

Das zweite Blied der { } ist wegen des kleinen Paktors AF/n^ offenbsr 
klein gegeniiber dem ersten ^liede. Dieses erste Glied zeigt uns, dafs 
das Aufricbten der Figurenaxe ziemliob langsam von stattea 


V 

f. 
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denn im ZaMer steM die grofte Impulekomponente », im Nenner der 
kleme EeAunpkoefazient p und der kleine Radius p der AufW 
fl^ke. Die Zeitdauer des Aufriehtem wird urn so grofher, je grofser dor 
M<‘«ffsimpdls war and je hlemer der BeibungslcoeffieieKt p sowie der 
Krmimungsradius der Aiiflagefldche ist. 

Der zahlenmafsige Wert der rum Aufrichten erforderlichen Zeit 
exgiebt sicli aus (3), wenn wir ^.= 0 setzen, zu 


( 4 ) 


T== 


MgiL^ 


2J. P , ■ } 

0 - — i- 


Die aufrecJite Lage wird also m endlicher Zeit erreichi', die Zeit ist hei 
sonst gleichen XJmstdnden im wesentlichen der Ta/ngente der Anfa/ngs- 
neigung proportional. 

Es eriibrigt nur nooh, die Babnkuxve, die ein Pankt der Figuren- 
axe bescbreibt, analytisch und zeicbneriscb darzustellen. Wir gehen 
dabei einerseits von der Gl. (2) 


dt 


~ ~ cos ■O’, 


andrerseits von der aus (3) folgenden Beziebung aus: 

cos* 


( 5 ) 

Durch Division folgt 


Mgy,Q 

dt ~ ■ n 




cos* -O' 


d'lp _ 
d& ~ 

und durcb Integration 
P 


+ 


Mg HQ (i 


(6) j^|-.{logctg(i-|)-:^(» + 


( 

2 AP 

\C08 O’ 

w* 

r 0\ 

AP 

2) 

«* 


cos^ O’^ 


sin 20’ j I 


Da die Gestalt der Bahnkurve in keiner Weise von dem dem Winkel ^ 
vOrzuschreibenden Anfangswerte V'o abhangt, baben wir von der Hin- 
ziifugung einer Integi’ationskonstanten abgeseben. . 

Hier woUen wir eine unwesentliche Vemachlassigung gestatten, 
durcli die sicb das folgende vereinfacbt. Wii- woUen namlicb das 
zweite Glied der ( } in (6) gegen das erste. wegen des Faktors ADjn^ 
streicben. Perner woUen wir, um bestimmte Vorzeicben zu baben, 
voriibergehend annebmen, dais der Scbwei’punkt illoer dem Stutzpunkte 
iiegt und dafs der anfanglicbe Impulavektor die ungefabre Riobtimg 
der positiven Figurenaxe babe. Dann ist P == + MgE zu setzen und 
in (6) das obere Yorzeicben zu wablen. Puhren wir nocb die scbon 
friiher benutzte Verbaltniszabl A == qJE ein, so scbreibt sicb Gl. (6) 
folgendermafsen : 




bl2 
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Oder aucli 
oder endlicli 

(7) 




r) 



1 — tg'9’/2 
1~+ tg^^/S 


tg '9'/2 


1 ~ 

1 + ' 


Dies ist die gesuchte Gleichung der Bahnlcurve bei positiYem P nnd 
positivem Anfangsimpulse. Sie gilt ebenso offenbar bei anderer Wabl 
der Vorzeichen von P nnd w, wenn man nur ndtigenfalls deo, Sinn, 
in dem ^ gerecbnet wird, umkelirt. 

Um sie verzeichnen zu konnen, miissen wir sie irgendwie auf die 
Zeicbenebene projizieren nnd zwar empfieblt sick wie firnher die 
stereogfdpluscjiG ProjeMion. Wir scblagen also nm den festen Pnnkt 0 
die Einbeitskugel, anf welcker nnsere Babnkurve verlauft, wenn der 
sie erzengende Pnnkt der Pigurenaxe den Abstand 1 von 0 batte, 
nnd projizieren vom Sudpol der Einbeitskugel auf die Aquatorebene. 
Der Nordpol gebt dabei in den Pnnkt 0 iiber, wabrend das Bild 
irgend eines anderen Punktes der Einbeitskugel von 0 den Abstand 
f = tg'9’/2 nnd das Azimntb ii bat. r und ifj sind also gewobnlicbe 
Polarkoordinaten des stereograpbiscben Bildpunktes, bezogen auf den 
P nnk t 0 als Anfangspunkt. In diesen Koordinaten gescbrieben wird 
das Bild der Babnkurve nacb Gil. (7): 


(8) 


1 _ 
1 4 - 


Ibre Gestalt ist die einer S'pirale, u. zw, lauft sie in den Pnnkt 0 als 
eine gewohnliclie Arcliimedische Spimle aus, wabrend sie nacb der anderen 
Seite bin sicb dem Pinheitshreise asymptotisch ndliert. 

Um dieses einzuseben, beacbte man, dafs vermbge der Wabl der 
Integrationskonstanten in Gl (6) der aufrecbten Eudlage (0- == 0 oder 
r = 0) das Azhnutb ^ = 0 und dafs alien friiheren Lagen der Figuren- 
axe negative Werte von ijj entsprecben. Um also das Verbalten der 
Babnkurve in der Nabe des Punktes 0 zu unte.rsucben,-baben wir f 
Hein vorauszusetzen und die Exponentialfunktion nacb Potenzen von 
Xpip m entwickeln. Es ergiebt sicb so 

( 8 ') 


d. b, die Gleichung einer Arcbimediscben Spirale. 

Um aiidrerseits die Babnkurve fiir weit zuriickliegende Zeiten fest- 
zusteUen, baben wir ^ einen grofsen negativen Wert beizulegen, also 
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als klein anznsehen. r nahert sicli dabei der oberen Greuze 1, 
die Baknkurre strebfc also asymp fcotisch dem Einbeitsfcreise zu. 

In der Habe Ton 0 ist die Avbnabme des Fahrstrahls r bei einom volien 
tlmlauf nm Q gegeben durob A /a ir; dieselbe ist klein, weil A Tind ft kleine 
Zablen sind, verschwindet aber nicht bei Annabemng an 0. Dagegen wird 
offenbar, wenn wir dieKurye rucfcwarts bis in dieKahe des Eitibeitskreises 
yerfolgen, die Znnahme des Fahrstrahls bei einmaligem tTmlanf um 0 
mit zunehmender Naherung an den Einheitskreis verschwindend klein. 

Man kann die Gestalt der Bahnkurye sehr schon experimentell 
feststellen, wenn man die Kreiselspitze ihren Weg auf einer dagegen 
gebaltenen berufsten Flache aufzeichnen lafst, oder, was noch empfehlens- 
werter ist, wenn man senkrecbt zur Ereiselaxe einen kleinen Sjpiegel 
befestigib, denselben mit einem Projektionsapparat belenchtet nnd den 
zuriickgeworfenen Lichtfleck auf einem Schirm beobachtet. Die so er- 
haltenen Kurven baben durcbaus den Charakter der bier geschilderten 
Spiralen, nur dafs der gleiebmafsige Yerlauf der Spirale von aufgesetzten 
Soblangelungen (den Nntationen) tmterbrochen wird, die wir bei ungerer 
Darstellung vemacblassigt baben. 

Figur 81 ist unter der Annahme Aft =1/10 entworfen. Sie ent- 
spricbt der Wirklicbkeit insofern nicht gut, als der wirkliche Wert Aft 
meist erheblicb kleiner sein dtirfte. An 
einer Mberen SteUe (pag. 565) scbatzten 
wir ft*= 10-1, A*= 10-», also A ft = 1 /lOO, 

was der Wirklicbkeit naber kommen diirfte. if/// \u\ 

Jedocb wiirde bei Zugrundelegung dieser In [ f /^ \ \ \\\ 

Zabi die Zeicbnung schon etwas un- ij f / } j I )' 

deutbcb werden. U\\ \ \ ^ j j jjjl 

Fiir die folgenden Zahlenrecbnungen \ / /Jl' 

wollen wir dagegen den letztgenannten ^ 

Wert benntzen. Wir fragen uns zunacbst, 

wie vieie Windungen die Bahnkurye aus- 

fubrt, bis sie yon eiiier gegebenen AnfangS" vig.si. 

lage aus imNuUpunkte endigt. Die Anfangslage sei etwa ^,,=60® Den zu- 

gebdrigen Wert des Azimutbes welcber negatiy ausfallen mufs, entneb- 

men wir aus Gl. (8) oder, noch etwas genauer, aus Gl. (6), indem wir das im 

vorstebeuden yemacMassigte Glied dieser Gleicbung mitrecbnen; er wird: 

V’. - - ^ (log ctg (^ - 1) -4? (#„ -f . 

Hit Aft == 10“®, 00® «= 1,05 und dem scbon friiber vorausgesetzten 


= 1/100 ergiebt sicb 


130,2, 


Kloini'Soiiime r f ^ J d , Exeiielbawegtuxg. HI; Aufl. 
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Dies ist der Anfangswert dea Witikels Da der JEndwert, hei tm£- 
rectter Stellimg der Figurenaxe, = 0 ist, so. giebt aos % zugleicb 
den Gresamtwinkel, nm den sicb der Ton 0 aus gezogeiie Fahrstrabl 
bei der Bewegung gedrebt bat. Die Zabl der Windungen der Spirale 
wild daber 

Die Figuremxe umkreist also die Vertikale eim erheUiche AnmU von 
Malen, hevor sie mit ilw msammenfalU. Die Danghobe der Babnkurve 
■wird dementsprecbend in stereographiscber Projektion recbt gering nnd 
erbeblicb geringer wie im Falle der Fig. 81, wo die entsprecbende 
Zabl Ton Dmgangen nnr 2,1 betragt. 

Wir kdimen ancb die Nutationen, obwobl sie ans nnserer Be- 
tracbtung beransgefallen sind, nacbtraglicb ibrer ungef abren HSufigkeit 
nacb bestimmen. Es lafst sicb zeigen, dafs die Periode t der ISCuta- 
tionen nabeningsweise denselben Wert wie bei der reibnngslos voraus:- 
gesetzten pSendoregularen Pracession bat namlicb (s. Dl, (16) von 
pag. 306) den Wert 
(9) 

Znm Beweise geben wir auf die Differentialgleicbung (7) von 
pag. 558 zurdck, setzen darin -S’ *= -O’! 4- versteben unter 

den vorstebend studierten pracessionsabnlicben Teil der Bewegung, 
unter d'j die binzukommende Nutation. -S'! ist dann eine langsam ver- 
mderticke, '9'2 eine schnell verdnderliche aher Meine Gr5fse. Dement- 


sprecbend wird man gegen dg" vernacblassigen und bei der Ent- 
wickelung von Dl. (7) nacb dg nnr die erste Potenz von dg beibebalten. 
Es entstebt mit Riioksicbt auf die Definition von d^ aus der Grleicbung 
der Eeitlinie : 

A^'' + „ 0 . 

Die bier angedeutete DifPerentiation liefert einfacb (vgl. § 9, Gl. (13)) wo 
eine analoge Eecbnung auszufubren sein wird) JV^/ A. Die Bestimmungs- 
gleiebung fur dj lautet mitbin: d^" -f d^ — ^ liefert integriert 
die pbige Periode. 

Bedentet andererseits T die Zeitdauer des einzelnen Priicessionsum- 
ganges und siebt man von der durcb das Aufricbten der Figurenaxe 
bedingten geringen Bescbleunigung der Pracessionsgescbwindigkeit ab, 
so kann man setzen: 



und nacb Gl. (2): 
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(10) 2^-^cosa-. 

I n 

Aus (9) und (10) ergiebt sich mit Riicksiclit auf ( 1 ); 

T _ wAT 1 %* ■ 1 ^ \ 

r ~ xp “ ip 

Untei O' ist biarbei ein Mittelwert des Neigungswinkels O wahrend des 
fraglicben Pracessionsumganges verstanden^ Das Xarbaltnis T !% be- 
deutet die Anmhl d&r Nut'Otionen, die cmf eine Prdcession entf alien. 
Dies© Anzahl ist, wie wir sehen, der Grrofsenordnimg nacb gleicb n^jAJPj 
also unter den obigen Zablenannabmen gleicii 100. Die unserer Spirale 
sich uherlagernden Schldngelungen sind also mfserst 0 dhlrei^ wid dicht. 

Scbliefslicb fragen wir nocb nach dem Zablenwerte der Zeitdauer 
X, in der sicb die Figurenaxe anfriclitet. Diese driicken wir etwa in 
Einheiten der TJnidrebnngszeit %q des Kreisels naeb erfolgtem Aufricbten 
aus. Alsdann ist der Gresamtimpnls genau gleicb n nnd die Lange des 
Rotationsvektors gleicb |w|/(7 geworden. Die Zeitdauer Tq ergiebt sicb 
daber aus 


Multiplizieren wir dies© Grleichnng mit Grl. (4), so entstebt: 

^ c/ X pI^: - -1^ sm Ooj. 

Mit n^lAF^ 100, Xg. == 1/100, Oo = GO^’ ergiebt sicb 

-=.-^ 2730 . 

Macbt der Kreisel nacb der Aufrecbtstellung nocb fiinf Umdrebungen 
pro Sec., so ist Tq = 1/6 sec. und, wenn man insbesondere A — G 
nimmt, T — 546 sec. = ca. 10 Minuten. 

Bei unseren ietzten Bereehnungen sowie bei der Bescbreibung der 
Babnlnirve ist indessen zu bedenken, dafs unsere Betracbtungen nur 
bis in die l^Jabe der aufrecbten Lage, nicbt bis zu dieser sejibst zutreffend 
zu sein beansprucben. Denn wir baben (Uiigenauigkeit II) die bohrende 
Reibung gegeniiber der gleitenden vemachlassigt, was nur bei nicbt zu 
Heinem Winkel O zulassig ist (ygl. pag. 561). Von unserer Babnkurye 
miissen wir daber das letzte, in den Punkt 0 auslaufende Stuck als 
unTerburgt ansehen. 

Wir wollen eiidlicb nocb, indein wir in unseren Formeln ft = 0 
setz-en, die bier betracbtete Bewegung in 'das System der reibungslosen 
Bewegungen einordnen. Wir geben dabei aus Yon Gl. (5), welcbe mit 
ft 0 liefert 

O' — 0 Oder 0 == const. 
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Dies ist zugleich bei verschwindender Reibimg die Gleichuiig der Bahn- 
kurve. Aus deir Gl. (1) und (2) folgt dann, dafs aucli iV^ und kon- 
stant werden. Bei verschwindender Beibmg geht also die Mer hetrachtete 
Bewegung in die regulare Brdcession iiher. Deshalb konnen wir sie als 
j^eine Pracessions-ahulicbe^^ oder eine j^durcb Reibung gedampfte Pra- 
cession" bezeichnen. ISTebmen wir andrerseits die Nutationen mit in 
Rechnung, die in imseren Formeln nicht zum Ausdruck kamen^ die 
sicb aber, wie wir im vorigen Paragi‘aphen saben, unserer Bewegung 
uberlagem, so tritt unsere jetzige Beti*achtung in direkte Beziehung zu 
den fruheren Untersuchungen uber die pseudoreguld/re Brdcession nnd 
zeigfc uns, Ve diese wicbtigste reibungslose Bewegung durcb die Reibung 
modifiziert wird. 

§ 6. tiber einen beim Ansatz der Beibungsprobleme naheliegenden 
Fehler. Nacbtragliche Bechtfertigung der obigen Behandlung und 
Hinweis auf das Experiment. 

Der gegenwarfcige Paragraph bat zunacbst den Zweck, unsere 
ftbberen Angaben iiber die Bestimmung der Reibungsarbeit und des 
Reibungsmomentes (Tgl, § 3 pag. 550) zu recbtfertigen bezw. zu 
bescbranken. Dabei werden gewisse cbarakteristiscbe TJnterscbiede 
zwiseben den Reibungskraffcen oder allgemeiner gesprocben solcben 
Kraffcen, die ibrer Grofse oder Ricbtimg nacb von der Gescbwindigkeit 
des Systems abbangen, und denjenigen Bjraften zur Spracbe kommen^ 
die sicb nacb Grofse und Ricbtung allein durcb die jeweilige Lage des 
Systems bestimmen und die man bei den Entwickelungen der tbeore- 
tiscben Mechanik in erster Linie im Auge zu baben pflegt. 

Wir baben pag. 550 die Arbeit einer unendlicb kleinen Drebung 
um eine borizontale und eine vertikale Axe gesondert berecbnet und 
baben die erste als die Arbeit der gleitenden^ die letztere als die der 
bokrenden Reibung angesprocben. In Pormeba war 

d%^~~gBqQ.^madt * 

[dSCj ~ — fi'RQ cos adt~ — (iBaQ cos a dt, 
wo a eine Lange von der Grofsenordnung des Radius des Beriibrungs- 
kreises bedeutete. Die gesamte Reibungsarbeit also, welcbe bei der 
unendlicb kleinen Drebung Qdt um eine zur Vertikalen um den Winkel 
a geneigte Axe zu leisten ist, ware biemacb 

(^) — ~ gBQ (p sin « 4- cos a) dt. 

Ist nun dieses Yerfabren obne wei teres zulassig? 

Wir wollen zunacbst den einfacben PaU eines einzelnen Massen- 
punktes betracbten, der sicb in einer Ebene einmal unter dem Einflufs 
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einer seboii durch die Lage dos Punktes bestimmten Kraft F, das 
andere Mai unter dem Einfliifs einer ReibuDgskraft bewegt. Die Reibungs- 
kraft TF ist zwar, wem wir das Coulombscbe Reibungsgesetz zn Grunde 
legen, der Grofse nach von. der Gescbwindigkeit unabb^gig, namlich 
gleicb wo JB, die Reaktion unserer Ebene anf den Piinkt be- 
deutet, aber der Ricbtitttg nacb von ihr abhangig^ namlicb der Richtung 
der augenblicklicben Gescbwindigkeit entgegengesetzt. Auf dem Weg- 
stiickcben ds betragt nun die Arbeit das eine Mai 

(^) = P cos (Pyds) ds, 

das andere Mai 

(‘^) d^K — — Wds ~ ~ iiMds. 

Andererseits berecbnen wir diese belden Arbeitsgrofsen^ indem wir 
den Weg ds in zwei recbtwinklige Komponenten dx und dy auflosen. 
Auf dem Wege dx leistet P die Arbeit P^ dx, wenn P^ die Kompo- 
nente vOn P nacb der x-Axe bedeutet. Entsprecbend berecbnet sicb 
die Arbeit auf dem Wege dy‘ als Gesamtarbeit ergiebt sicb daber: 

( 3 ') dU=^P^dx + P,^dy, 

was bekanntlicb mit (3) stimmt. 

WoUen wir im zweiteii Falle ebenso verfalireU;, so wiirden wir 
sagen: Piibrea wir zunacbst die Bewegung dx aus, so wird die Arbeit 
von W auf diesem Wege gleicb - Wdx == ~ (iBdx‘, deun bei dor Be- 
wegung dx wirkt die B,eibung dem Sinne der Bewegung entgegen, also 
in der Ricbtung der negativen a; -Axe und ist der Grofse nacb durcb 
Reibungskoeffizienten und Gegendruck R gegeben. Ebenso wird die 
Arbeit auf dem Wege dy gleicb — VTdy. Iin Gauzeii erbielte man so: 
(4') d% = — W(dx dy) = ~ y,B (dx H- dy), 

was ersicbtlich mit (4) nicbt stimmt. 

Die Berecbnung der Reibimgsarboit aus den Arbeiten der Teilbe- 
wegungen ist also, in dieser Weise ausgcfulirt, unstattbaft. Man ei'- 
kennt aber leicbt, wie man diese Berecbnung zu korrigieren bat, wenn 
man an der Zerlegung der Bewegung in die Komponenten dx und dy 
festbalten will: Man rauls die bei der thatsacblichen Bewegung ds auf- 

tretende Reibung IF in zwei Komponenten TF = TF - - uiid W — W 

* ds y ds 

zeilegen und die Arbeit dieser Komponenten bei den Toilbewegungen 

da: und dy bestimmen. Alsdann ergiebt sicb ricbtig und in tJberein- 
stimmung mit (4): 

Abnlicb bat man allemal bei Reibungswirkungen und allgemeiner 
bei Kraften, die in irgend einer Weise von der Gescbwindigkeit ab- 
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haiigen, zu tmtersclieiden: Arbeit, loelche bei den Teilbe- 

wegun^en, in die man die ihatsdchliche JBewegung zerlegen mag, m leisten 
ware, wenn eine solche Teilbeivegung fiir sicTi betracMet wird mid ge- 
• sondert v.orhanden -wa/re; und Mvischen derjenigen Arteit, welche die bei 
der thatsdcMiclien Bewegung auftretenden Krdfte bei den gedacMen Teil- 
bewegimgen.leisten*').- Ftir den Ansatz der Bewegungsgieiclinngen L.at man 
die zweite Bereclinungsweise der Arbeit zu Grunde zu iegen, wabrend 
die erstgenannte bierbei irrefuhrend sein wiirde. 

Im § 3 wnrde aber diese Unterscbeidung bei der Aufstellung der 
vorstebend unter (1) wiedergegebenen Ausdriicke nicbt bervorgeboben. 
Vielmebr wurde die bei der Rotation Q sin cc dt nm eine borizontale 
Axe zu leistende Arbeit d%y und die bei der Rotation Q cos adt nm 
eine Yertikale Axe zu leistende Arbeit d %2 gesondert berecbnet, als 
ob die eine oder die andere Rotation aUein vorbanden ware; und es 
wurde stillscbweigend angenommen, dafs siob die Arbeit d%, die bei 
der Rotation eine beliebig geneigte Axe zu leieten ist, additiv 

aus jenen Arbeitsgrbfsen d%^^ und zusammensetzt. Dies ist nacb 
den obigen Erfabr ungen nicbt zutreffend; wir miissen daber die Be- 
recbnung der Arbeit d% nacbtraglicb kontrollieren. 

Hierbei diirfen wir, um die bobrende Reibung auf gleitende Rei- 
bung zuriickfiibren zu konnen, den Beriibrungskreis zwiscben der die 
Figurenaxe begrenzenden Kugel und der den Kreisel tragenden Pfanne 
nicbt in einen Punkt zusammenzieben. Allerdings tritt dann die pag. 548 
bervorgebobene Scbwierigkeit auf, dafs die Yerteilung des Gegendruckes 
B auf die Punkte des Beriibrungskreises statiscb unbestimmt wird. Da 
wir auf elastiscbe Verbaltnisse nicbt eingeben konnen, miissen wir eine 
Hiilfsannabme macben. Die niicbstliegende Annabme ist, dafs sicb der 
Gegendruck B gleiebmafsig auf den TJmfang des Beriibrungskreises ver- 
teilt. TJnterscbeiden wir also die Punkte des Kreises durcb einen urn 
den Mittelpunkt des Beriibrungskreises berum gezablten Winkel /3, so 
wird auf das Kreis- Element d(i der Bruchteil B des ganzen Gegen- 
druckes B kommen. Sicberlicb ist diese Yerteilung bei merldicher 
bleigung der Figurenaxe nicbt ganz zutreffend; sie moge aber der Ein- 
faobbeit wegen zugelassen werden. 

Die folgende Zeicbnuiig beziebt sicb auf die Ebene des Beriibrungs- 
kreises (Fig. 82). Der Radius des Beriibrungskreises beifse a; p sei 

*) Eine interessante, technisch wichtige Polgerung hieraus zioht H. Lorenz 
in aeinem Lehrbucb der techniscben Phyaik, Mitnoben 1902, S. 186: Der in Be- 
wegung befindlicke StenerscMebex einer Dampfmaschine litfat sich trotz des grofsen 
auf ibm lastenden Dampfdmckes senkrecbt gegen seine Bewegimgsrichtung fast 
reibungslos verscbieben. 
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der Radius der Tbegrenzenden Kugel. Die beiden Teilbewegungen sind 
je dureb eiuen Pfeil angedeutet: die Drebung Q cos u dt um die Ver- 
tikale dureb 0, welcbe sicb iu der Figur in deu Mittelpunbt des Be- 
rubrungskreises projiziert uad die Drebung Q sm a dt um eine bori- 
zontale Axe dureb 0, welcbe um den Kugelradius q oberbalb' der 
Zeicbenebene liegend zu denken ist und die sicb in den Dui'cbmesser 
DD projizieren mogen. Von diesem Durebmesser aus mdge aucb das 
Azimitb /3 gemessen werden. 

Uin die Reibungswirkung in einem beliebigen Punkte P feststellen 
zu konnen, mufs man die Bewegung dieses Punktes kennen. Sie setzt 
sicb aus zwei Teilbewegungen 
du und dv zusammen; (^went- 
spriebt der Vertikalkompo- 
nente des Rotationsvektors 
und ist tangential zum Be- 
rubrungskreise gericbtet; dv 
entspriebt der Horizontal- 
komponente desselben und 
liegt eigentliob niebt genau 
in der Zeicbenebene. Yiel- 
mebr ergiebt sicb die ge- 
nauere Riebtung von dv als 
das gemeinsame Lot auf 
derHorizontalkomponente des 
Rotationsvektors und dem 
kiirzesten Abstande des frag- 

lichen Punktes P von der Axe jener Komponente. Sofern aber die 
Pfanne flacb und daber der Radius a klein gegen den Radius q ist, 
ist die Neigung von dv gegen die Zeicbenebene nur gering. Deshalb 
moge es gestattet sein, dv in die Zeicbenebene faUend anzuseben. Im 
gleicben Sinne wird es erlaubt sein, den Ab stand des Punktes P von 
der Axe der borizontalen Rotationskomponente, welcber eigentlicb 
I == cos® ^ ist, einfacb gleicb q zu setzen. Hiernacb ergiebt 

sicb als Grofse der Teilbewegungen 

du ~ Q cos a adtj dv = 0. sin a bdt ^ Q. sin aQdt. 

Die Q-esamtbewegung von P folgt bieraus zu 
ds — ^du^ -{■ dv^ ^.2du dv 

In jedem Elemente dfjl des Berubrungskreises tritt nun eine Reibungs- 
ki-aft W auf, deren Riebtung der Riebtung von ds entgegengesetzt ist 
und deren Grofse zufolge unserer Annabme fiber die Verteilung des 
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Gregendruckes gleicli ist. In der Figur ist W fur eine AtivaRI 

aquidistanter Punkte der Ereisperiplierie konstraiert. Die Arbeit dieser 
Heibungskraft wird gleicb 

die Gresamtarbeit auf dem ganzen Beriibriuigski-eise daber gleicb 


H- ft 


Tragen wir den angegebenen Wert fiir ds ein, so konnen wir scbreiben; 


fiRQdt 

2® 


'Vcos^-f p^sin® a + cos cc sin cc cos /3. 


Dies ist ein elliptiscbes Integral. Statt /3 fubren wir als Integrations- 
variable y = ein; nnser Integral nimmt dann die Form eines Le- 
gendroscben Integrals zweiter Gattnng an; es wird namlicb: 

+ rf /2 


(5) — — g-JJQ (<zcos a -j- psitta) 

wobei znr Abkiirzung gesetzt ist: 


— sin* y, 


7c2 = 7-' 


4 ttQ cos CC sin cc 


(a cos a -{- 9 sin cc)^ 


4 --- tg a 
a 

(l + -|tga) 


Der somit festgestellte Wert (5) der lieibungsarbeit unterscbeidet sicb 
aber von dem oben angegebenen Werte (2) nur durcb den Faktor 


■hft/S 

" JdyfT- ^ (Jc), 


wo die Bezeiebnung E im Sinne von Legendre gebraucbt ist. Die 
Kontrolle des Ausdrucks (2) wird also darin zu besteben baben, dafs 
wir nns fragen, inwieweit der letztgenannte Faktor von der Binbeit 
abweicbt. 

Zu dem Ende verzeicbnen wir in Pig. 83 einerseits die Grofse von 

h, andererseits die von ~E{h) ffir wecbselnde Werte der Abscisse 
a; == -- tg a. 

Was zunacbst die Linie far h betrifffc, so zeigt man leicbtj dafs 
dieselbe fiir den Abscissenwert a: = 1 ein Maximum besitzt; der zn- 
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gehorige Wert von h ist gleich 1. Fiir a; = i- oder a; = 2 ergiebt sich 
= -g-, 1 = 0,94, fur a: - oder a: = 4 wird h = 0,80, fur 

a; = ~ oder a: — 8 folgt ifc == 0,63 u. s. £; fur a; = 0 und a: == oo wird 



Ifig. 83. 


dann ein flacbes Maximum und von bier aus einen asymptotischen 
Abfall zu Null. 

Zur Verzeicbnung der Linie fiir ~jE(Jc) geniigen etwa die den 
meisten Logaritbmentafeln beigegebenen Tabellen der Ellipsenquadranten. 
Dieselben zeigen beispielsweise, dafs fiir die soeben genannten Werte 
von h = 0,94, k == 0^80, k == 0,63 bezw. ~ E (k) gleicb wird 0,71, 0,81, 

0,89. Fiir den maximalen Wert 7c = 1 bat — ^ (7c) seineu Kleinstwert 
__ — 0,64, fiir k = 0 seinen Grofstwert 1, 

Nun entspricbt der Abscissenwert :c — 1 derjenigen Neigung a von 
Itotationsaxe und Vertikaler, liir welcbe tgo: = ~ wird, wo also die 
Rotationsaxe gerade durcb die Peripberie des Berubrungskreises bin- 
durcbgeht. Dementsprecbend bedeutet ein Abscissenwert a;<l, dafs 
die Rotationsaxe das Innere des Beriibrungskreises trifft, wabrend a:> 1 
beifst, dafs sie aufserbalb daran vorbeigeht. Wenn, wie wir voraus- 
sefczen, der Beriibrungski-eis klein.ist, (a klein gegen p), so mufs die 
Rotationsaxe scbon merklicb senkrecbt steben, wenn sie die Peripberie 
des Beriibrimgskreises treffen oder durcb das Innere desselben bin- 
duichgeiien soil. Zu alien einigermalsen betracbtlicben Neigungen der 
Rotationsaxe geboren in unserer Figur grofse Werte der Abscisse x, 
initbin Werte von — E (7c), die der Einbeit nabe kommen. Aucb im 
umgekebrten Falle, wenn die Rotationsaxe dicht am Mittelpunkte des 
Beriibrungskreises vorbeigebt, wird der Wert von ■- E{k) nabezu gleicb 1. 

In diesen beiden Fallen stimmt also unser jetziger Ausdruck (5) 
fiir die Reibungsarbeit mit dem friiheren Ausdrack (2) merklicb Tiber- 
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MJiere Behandlung ist also gerechtfertigt 1 ) wenn die Eo- 
merMichen WinJcd mit der VertiTcdlen hildet, 2) wenn 
bit dieser msammmfdlU. Nnr you diesen beiden Fallen 
-c friiber gesproeben, Ton dem ersten FaEe in § 4 und 5 
’■fricbten der Figurenase durch die gleitende Jdeibnng), 
am Scblufs Ton § 3 (allmablicbes Absterben der anf- 
vegung infolge der bobrenden Reibung). Wenn da- 
ae nuutationsaxe den Berubrungskreis trifft oder in seiner Nabe 
lb Oder anfserbalb vorbeigebt, d. b. wenn x = a weder sebr 
. sebr grofs ist, mnfs der friibere Arbeitsausdruck durcb Hin- 
'es Faktors — E (h) korrigiert werden, welcber im ungiinstig- 
’x = 1) jenen Ausdruck anf 64% des friiberen Betrages 

,ncb von unserem jetzigen Standpnnkte aus zulassig und 
die gesamte Reibungsarbeit d% in zwei Teile und 
„ , jen, von denen der eine dem augenblicklicben Drebwinkel 

um eine borizontale Axe Q sincf proportional ist und Arbeit 

der gleitenden Eeibung genannt werden kann und von denen der andere 
dem augenblicklicben Drebwmkel um die Yertikale Q sin cc dt == dco^ 
proportional ist und Arbeit der bohrenden Eeibmg beifsen moge. Mit 
Benutzung der eben genannten Winkel konnen wir nacb (5) und (7) 
scbreiben 

(iSl == d%^^ + d%i — — g,E{gd(o^-\- adoo^ —EQc) 
und konnen dementsprecbend definieren: 

d%^-(i.EQl-EQc)dw,^, 

d%^^-(iEa^E (k) do^. 

Diese Auedriicke stimmen wieder mit den friiberen Werten aus GL (1) 
iiberein, wenn -^EQc) merklicb gleicb 1 ist, wenn also die Rotations- 
axe entweder merklicb von der Yertikalen abweicbt oder wenn sie fast 
gen an mit ihr zusammenfallt. Im ersten Falle ergiebt sicb der friibere 
Sclilufs, dafs die Arbeit der bobrenden Reibung klein gegen die Arbeit 
der gleitenden Reibung wbd; dafs man also von der bobrenden Reibung 
naberungsweise abseben darf, wie wir es vermdge unserer Vernacb- 
lassigung (II) tbaten. Im anderen Falle ist umgekebrt die Arbeit der 
bobrenden Reibung die iiberwiegende. Tritt keiner dieser beiden Falle 
ein, so sind die friiberen Ausdriicke (1) durcb Hinzufiigung des Faktors 
■^E(k) zu korrigieren. 
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Es ist scltliefslich durdiaus folgericlitig, die Momente der gleitm- 
den und 'bohrenden JReihung von unserem jetzigen Standpunkte aus 
folgenderweise zu defiiiieren. Man beinerke allgemein, dafs das Moment 
einer Kraft inn eine Axe erklart werden kann als das Verkaltnis der 
Arbeit; welcbe die Kraft bei einer unendlicb kleinen Drebmig nm die 
fragliclie Axe leistet/ zur Grofse des Drebwinkels. In unserem Falle 
liandelt es sick einerseits um eine borizontale Axe und den zugeborigen 
Drebwinkel d&j^. Die in Betracbt kommende Keibungsarbeit ist die 
Arbeit der gleitenden Keibung Wir definieren daber als Moment 

der gleitenden Reibung die Grofse 

Andrerseits gebbrt zu der Drebung doo^ um die Vertikale die Arbeit 
d%^ der bobrenden Eeibung. Als Moment der bobrenden Reibung ist 
daber zu bezeicbnen 

= ~ liRa ^E {h\ 

Diese Werte stimmen natiirlicb wieder mit den in § 3 pag. 550 an- 
gegebenen Werten von und Afg nbereiO; weiin die Rotationsaxe 
einen merklicben Winkel gegen die Vertikale bildet und zeigen uns 
uberdieS; wie die ft-iiberen Werte zu korrigieren sind, wenn jene Vor- 
aussetzung nicbt erfiillt ist. Die negativen Vorzeicben, welcbe bei 
unserer jetzigen Definition zu den Ausdrucken fiir und Afg binzu- 
getreten sind, waren friiber in der besonderen Festsetzung entbalten, 
dafs die Momente dem Sinne nacb der zugeborigen Rotationskompo- 
nente entgegengesetzt sind. — 

Bevor wir unaere Betracbtungen fiber die Reibung beim Kreisel 
mit festera Stfitzpunkte bescbliefsen, wtinschen wir ncTcbmals auf das 
Experiment als den eigentlicben Wertmesser unserer tbeoretiscben Re- 
sultate binzuweisen. Wir baben baufig Versucbe mit dem auf pag. 1 
abgebildeten; von Roze konstruierten Kreisel angestellt und konnten 
bierbei die vorstebend gescbilderten tbeoretiscben Ergebnisse in all- 
gemeinen Umrissen durcbaus bestatigen. Dieses allerdings nur unter 
der Bescbrankung; dafs der dem Kreisel ursprfinglicb erteilte Impuls 
binreicbend grofs war, einer Bescbriinkung, die aber aucb unseren 
siimtlicben tbeoretiscben Untersucbungen ausdrucldicb zu Grunde ge- 
legt wurde. 

Bei nur mafsigem Impuls verlaufen die Erscbeinungen lange nicbt 
so typiscb und durcbsicbtig wie bei starkem Impuls. Alsdann spielen 
offenbar storende Ursacben, die wir im Einzelnen* nicbt fiberseben 
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konaen, wie die besonderen Verhaltnisse an der Unterstiitzuiigsstelle^ 
eiae zu grofse Rolle gegendber den eigeatlicken Traghoitswirkungen, 
die wir allein theoretiscb bekerrscben. Die eiafacke sekematisclie 
Bescbreibung der Reibiingseinfliisse, die in den vorigen Paragrapken 
entbalten ist, pafst auf seiche Falle nicht, und braucht auch nacli 
den eingefuhrten bescbrankenden Vorauesetzimgen darauf nicHt zu 
passen. 

Ist aber der Impuls hinreichend stark, so treten regelmafsig die 
ofters genaimten Erscheinnngen anf: Die Figurenaxe riclitet sicli auf, 
indem sie einen Spiralkegel beschreibt, und zwar gleichyiel ob der 
Schwerpunkt iiber oder unter der Unterstiitzungspfanne liegt; die 
Pracessiousgeschwindigkeit beschleunigt sich dabei, entsprechend Q-1. (2) 
von pag, 570, Nntationen der Axe, die man anfangs etwa absichtlich 
dnrch einen Schlag erzeugt hat, sterben in dem Mafse ab, wie sich die 
Figurenaxe der aufrechten Stellimg nahert. 

Trotzdem lafst eine solche allgemeine Bestatigung der Theorie noch 
viel zu wiinschen iibrig, da sie iiber die quantitativen Verhaltnisse 
nichts besagt. Zu einer griindliehen experimentellen Bestatigung ware 
es erforderlich, zuuachst die Masse und Masseuverteilung des Versuchs- 
kreisels, also die Qrofseu Jfj P, Jl, 0 durch Wagung und Schwingungs- 
beobachtung zu bestimmen, femer den urspriinglichen Wert sowie die 
Abnahme der Umdrehungszahl und somit indirekt die Grofse des Im- 
pulses N durch stroboskopische Methoden wahrend des einzelnen Ex- 
perimeutes festzusteUen und endlich die wechselnden Lagen des Kreisels 
zuverlassig zu registrieren. 

Wir sind uus wohl bewufst, dafs nach dieser Richtung hin unsere 
Behandlung sehr liickenhaft ist und wiinschen dringend, dais in kiinf- 
tigen Untersuchungen zur irdischen Dynamik die experimentelle Priifung 
und die mathematische Dberlegung mehr als gleichwertige und gleich- 
unentbehrhche Faktoren neben einander beliandelt werden luSchten. 


§ 7. Einflufs des Lultwiderstandes auf die Kreiselbewogung. 

l^eben der Reibung wirkt offenbar aucb der Luftwiderstand bei 
der Kreiselbewegung als eine Energie verbrauchende Ursache mit. lu- 
dem der Kreisel die umgebende Luft in Bewegung setzt und indem 
sich diese Bewegung teils weiter entfemten Luftschiehten mitteilt, teils 
durcb die Reibung zwischen ungleich bewegten Schichten verzogert wird, 
fliefst dauemd Bewegungsenergie von der bewegten Kreisehnasse in das 
umgebende Mittel ab. Dieser Umstand kann nicht umhin, auf die 
Kreiselbewegnng selbst zurtickzuwirken. 
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Pie Grofte des Einflusses wird verscMeden sein je nach der Form 
des Kreisels und nach der Art seiner Bewegung. Mit einer Ver- 
grdrseruiig der Oberflache wird der Sinflnfs im allgemeiaen wacbsen, 
mit einer Yermebrung der Masse bei gleicbbleibender Oberflache ab- 
nehmen. Ein Kreisel yon grofsen Pimensionen wird daher vom Lnft- 
widerstande weniger in Mitleidenschaft gezogen werden, wie ein 
geometrisch-ahnlicher Ereisel von kleineren Abmessungen, weil das 
Yerhalfcnis Rauminhalt (oder Masse) zu Oberflache bei jenem grofser 
ist wie bei diesem. Hat der Kreisel, wie es bei pneumatischem An - 
trieb der Fall ist, Schaufeln, gegen welche der antreibende Luftstrom 
gelentt wird, so wird beim weiteren Bewegungsverlauf der verzogernde 
Einflufs der Liift erheblich grofser sein wie bei einem Korper mit 
glatter Oberflache etc. 

Auch die Art der Bewegung iiimmt auf die Wirkimg des Luft- 
widerstandes Einflufs. Hat die Oberflache Rotationssymmetrie um die 
Figurenaxe, so wird sich der einfachen Prehung um die Figurenaxe 
nur ein geringer Luftwiderstand entgegensetzen. Pagegen wird die 
fortschreitende Bewegung der Figurenaxe in hoherem Grrade durch den 
Luftwiderstand behindert werden, und zwar die schnellen Nutationen 
wieder in hoherem Grade wie die langsame Pracessionsbewegung. Man 
wird also erwarten durfen, dafs die Nutationen in schnellerem Zeitmafs 
abklingen wie die langsame Pracessionsbewegung und diese wieder 
sehneller wie die Eigendrehung um die Figurenaxe, dais iiberhaupt 
durch den Luftwiderstand und ahnlich durch die anderen Energie- 
verzehrenden Wirkungen allemal auf eine Ausgleichung der urspriing- 
lich vorhandenen Unregelmafsigkeiten und auf eine Vereinfachung der 
Bewegungsform hingearbeitet wird. 

Wie man hiernach sieht, ist das Problem des Luftwiderstandes 
reichlich kompliziert. Um es in Strenge zu behandeln, wiire es notig, 
neben den Pilferentialgleichungen der Kreiselbewegung die hydrodyna- 
mischen Gleichungen fflr die Bewegung des umgebenden Mittels in 
ihrem wechselseitigen Zusammenhange zu berilcksichtigen, wie schon 
geiegentlich des ahnlichen baliistischen Problems (pag. 535) bemerkt 
wurde. Wir Ijamen dabei zu einer Aufgabe wie sie unter dem jSTaraeh 
„Bewegung eines Korpers in einer Fliissigkeit^* von mathematischer 
Seite vielffich behandelt worden ist*), nur dafs die grundlegende 
Yoraussetzung aUer einsehlagigen Behandlungen, dafs namlich die 
Fltissigkeit inkompressibel und reibungslos sei und dafs ihr durch den 


*) Eine zusammenfassende Darstellung der betr. Arbeiten giebt A. B. H. Love 
in der Encyklopadie der matbem. Wissensch. Bd. lY, Art. 16, Hydrodynamik H. 
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Korper eine Bewegung mit Gtescliwiiidigkeitspoteiitial erteilt werde, 
fallen zu lassen warfe, da sie den VerMltnisseii des Luftwiderstandes gar 
zu schleclit entspriclit. Mit dieser Voraussetzung fallt aber auch. die 
Moglicbkeit einer strengen nnd eleganfcen mathematisclien Bebandliing. 
Wir mussen dalier aiif eine Untersuebung des Luftwiderstandes im 
Anschlnfs an die vorbandene mathematisclie Litteratur von vornberein 
verziebten. 

Unsere Bebandlnng soil vielmebr derjenigen nacbgebildet sein, 
die d,er Pbysiker bei der Bestimmung der diirob Lnftwiderstand ge- 
dampften Pendelsebwingungen, der Scbwingungen einer Galvanometer- 
nadel mit magnetiscber oder Pliissigkeitsdampfung ete. einznschlagen 
pflegt, Man nimmt bierbei an, dafs man die Dampfungswirkung 
wenigstens bei kleinen Ansscblagen dadurcb binreicbend genan bertick- 
sicbtigen kdnne, dafs man der Bewegnngsgleicbnng ein der angen- 
blieklicben Gescbwindigkeit proportionales Glied binznfiigt. Abnlicb 
wollen wb- annebmen, dafs die Wirlmng des Luftwiderstandes auf die 
Kreiselbewegung annaliernd durcli eine der augenUicMichen Botations- 
geschwmdiglceit Q notch Grbfse nnd Axe jgro;portionale entgegengericlvtide 
Lrehlcraft hesclwieben warden hann. Losen wir etwa Q nacb den drei 
Planptaxen des Kdrpers in die Komponenten q, r anf, so werden 
wir also die Komponenten des Lnftwiderstandsmomentes nacb eben 
jenen Axen gleicb — Ip, ~ setzen. Vielleicbt ware es an- 

gezeigt, den Koeffizienten von r kleiner zn w^blen als die von p nnd 
g', also die Komponenten des Momentes gleichznsetzen —^iP, — 

— weil dnrcb die Urebuiig nm die Fignrenaxe, wie oben 

bemerkt, die Luft weniger mitgenommen wird, wie dnrcb eine Drebung 
der Fignrenaxe um eine dazn senkrecbte Axe. Da aber miser Ansatz 
aucb dann nicbt beansprncben kdnnte, den Verbaltnissen der Wirk- 
licbkeit genan zu entsprecben, so werden wir nns mit der znerst 
genannten weitgebenden Scbematisierung des Ansatzes begniigen, der 
librigens fdr Spateres eine besondere Bedeutiing bat. Ferner werden 
wir natilriicb von alien sonstigen Keibungseinflnssen jetzt absehen. 

Wir wollen nns zimlicbst fragen, wie die Beivegung des kriifte- 
freien Kreisels (Poinsot-Bewegnng) dnrcb den so anfgefafsten Lnft- 
widerstand modifiziert wird. Die Bebandlnng wird bier sebr einfacb. 
•Bei der Poiiisotbewegnng geben wir am besten von den Eulerscben 
Gleichungen (vgl pag. 142) ans, die sicb fur den symmetriscben 
Kreisel {B = A) nnter Hinznfiignng nnserer Lnftwiderstandsglieder 
folgendermafsen scbreiben: 

^ (^— C) gr — ;ip, 
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Aus cler letzten G^leichung erkennt man zimaehst, dafs die Eigen- 
rotation r naoli dem folgenden Gesetz Ton ihrein Anfangswerte aus 
(entsprecliend = 0) abiiimmt: 

(1) r — r^e 

Die beiden ersten Gleickungen fassen wir nacli Multiplikation mit 1 
und % zii der komplexen Gleickung zusammen; 

( 2 ) ~ 


Durch Division mit jo -|- iq^ und Eintragung des Wertes von r aus (1) 
ergiebt sick: 


It 

dlQg( p ±n) _ G — A --o' I 

"dt “ A ~A 


und durcb Integration: 

log{p-\riq) = --J- 


— A G . - 

-j- j ir.e 


^ + const. 


Bestimmeii wir nock die Integrationskonstante durch die Anfangs- 
werte q^^, so kdnuen wir schreiben: 

li 

(3) P + = Oo + ^'^io) e ^ ^ 

Man erkennt hieraus, dafs der absolute Betrag von p -f- iq^ d. i. 
die Liinge der iiquatorialen Komponente des Drehungsvektors nach 
einem ahnlich einfachen Gesetz abniinmt wie die Eigenrotation r. Man 
hat namlich 

( 4 ) yp"+(f=-ypTVqo"^ 

Bezeiclinet man ferner mit a denjenigen Winkel, den die genannte 
Komponente mit ihrer Anfangslage einschliefst, indem man setzt; 


P+J± _ _ 

]/p*-]-2* l/PoM-2o* ' 


so ergiebt sich aus (3) fiir a der Wert 

( 6 ) . 


Nach den Gleichimgen (1), (4) und (5) lafst sich nun der allgemeine 
Charakter der Bewegung folgendermafsen schildern: Sowohl die Kompo- 
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«n<e des R>taSomiM»-s nack der Figuremxe. me die to seWtrecMe 
ZotoMe- Komponente d^ch 

M mrMret; die Zdidauer dieses Torgangos ut utmidltch, d^e Ansahl 
der V«ga«ge, wMm da BotaMensneUor mierdessen mn dte Itgmemxe 
amfUkri, ist endlieh md hereehnet sick am (5) m 

««) d-—^ £_ £o_ , 

2^“" A I 27t’ 

«e irt mn BO grSfter, je grofser die nnfangliche Bigenrotation rnr 
und je kleiner die Dampfungekonstante i ist; imt verse^mndendem , 
wo L Bewegung eine regalaee PraeoBsion wd, wachst jene ZM, 

wie es sein mufs, ins Unendliche. ; i • 

Intereasante UnterscMede ergeben eicb je nacb dem VerM ms 
der Haupttragbeitoinomente ^ nnd C. Wir bestimmen etwa die je- 
weiUge Neigong /3 des KotationsvektorB gegen die iigurenaxe, mdem 
wir nach. (1) nnd (4) bilden _______ / 1 i \ 

P — r ’•o 

Piiliren wir nocb die anfangliclie Neigung /Jo so konnen wir anch 
sckreibeu: /i i\ 

(6) tg/3>=tg^o^ • _ ^ 

Der Winkel /3 wachsfc Mernach. kontiimierlicli an oder nitnmt standig 
1 je nackdexn 6' kleiner oder grolser als ^ ist. Die BotaUonsme 
strelt in jedem Falh einer Aooe grofstm Ha.upttragheitsmommtes m, m 
Falls des abgeplattetm TrdgheitselUpsoidas {C> A) der Bigmsnaxe, m 
Falle des verldngerten TrdgJmtselUpsmdes {C < A) aner ^ agua onam 
Axe Tm Falle des Kugelkreisels, wo jede Axe als Axe ernes grolsten 
Haunttragheitsmomentes anfgefafst werden kimn, wird die 1 otationBaxe 
durck den Lnftwiderstand nattirlicli ilberliaupt nicht umgeiagort bior 
bestekt vielmekr die einzige Wirkung desselben in einer allmakkckon 

Sekwacknng der liotationsgeackwindigkeit. , , . 

Den Untersckied zwiacken beiden Fallon kdimen wir noek dent- 
licker besckreiben, wenn wir an den Yerlaaf des Polhodielcegela denken. 
Jtn Falle G> A verengert sich der Folhodiekegd im Verla.ufe der B. 
^vegung md mU sich sohUeimd. auf die Figurenaxe msmmm, nacF- 
dm er sie eine endliche AmaM von Afakm umschlungen hit, ^alU 
0 <A erweitert er sich und lliaft, aUrmals nach einer mdkehm An^aU 
von Umgdngm, in die Iquatorebene des Kreisels fdcherartig aus ■)- 

*) Hatten wir den oben genannten allgemeineren Anaatz genmcM, bei 
welchem zwiacken und unterscMeden wird, ao wiixden wir als Bedmgung 
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Wii* wollen etwa, urn beide Falle durch. eine Figur veranscbauliclien 
zn konnen, den Polliodiekegel mit einer im Korper festen Bbene scbineiden, 
die wir im Abstande 1 von 0 aenkrecb.t znr Figurenaxe legen. Nennen 
wir den DurciisiofBnngspunkt joner Ebene mit der Figurenaxe 0\ den 
mit der angenbiickliclien Rotationsaxe F, so ist die Entfernung p = 0"P 
mit tg /S, ibr Anfaiigswert mit tg identiscli. Der Winkel, urn den 
sich der Vektor O'P gegen seine Anfangslage O'P^ gedrebt bat, ist 
der oben berecbnete Winkel a Die entstebende Kurve der aufeinander 
folgenden Punkte P, d. b. die Spur des Polbodiekegels in der Zeicben- 
ebene, wird also in Polarkoordinaten durcb p und a bestimmt. Fiihren 
wir als eine bequeme Zeiteinbeit die Dauer t einer vollen Kreisel- 
umdrebung zu Beginn der Bewegung ein, so wird ro = ~* Benutzen 


C_ 

A 


1 und 


%v 


die Ab- 


wir iiberdies fiir die reinen Zablengrofsen 
kiirzungen y und d, so konnen wir (6) and (5) folgendermafsen scbreiben: 

( 7 ) 


Q. ® ^ in ^ 




1 jL 

In den Figuren 84 und 85 baben wir y = ± d ■■= --- vorausgesetat. 
Die .Aiizabl der Umlaufe imserer Kurve um O' wird 5, die Zeit, in 
der der Abstand q anf den Teil seines Anlangswertes verkiirzt 
boa. auf das e-facbe angewacbsen ist, wird f~20r. Beide Kurven 


liir eine Verengerung bea. Erweiterung dea Polbodiekegels die folgende erbaiten 
• Jt, a > A bez. l^GCX^A. 

Es kSnnto hiernacb unter Umstanden vorkommen, data die Rotationsaxe der 
Figurenaxe aastrebt, aucb wenn dieaelbe keine Axe grOfsten Haupttragbeits- 
momentes ist. 

Kleiu-Sommerfeld, KreJaelbo wegdug. III. Atifi,, 
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koMiieii als Spirallinien "bezeiclmet warden, stimmen aber nieM geilau 
mit einer der bekannten Spiralformen iiberein. 

TJbrigens konnen Wir uns ancli obne Reoknnng von der gegen- 
satzlicben Wirkung des Lnffcwiderstandes im Falle 0^ A nnd C<C A 
Bechenscbaft geben. Wir kniipfen dabei an die Fignren 86 nnd 87 




an, welcbe zunacbst ebenso wie die Fignren 14 nnd 13 von pag. 107 
und 106 zum Aufldruck bringen, dafs im Falle eines abgeplatteten 
Tragbeitsellipsoides A der Impnlsvektor zwiscben Figurenaxe und 
Botationsvektor liegt, dafs dagegen im Falle eines verlangerten Trag- 
heitseUipsoides der Botationsvektor zwiscben Impuls- nnd Figurenaie 
entbalten ist, Nun bestebt nacb nnserer Grrundannabme die Wirkung 
des Luftwidersfcandes in einem Moment, welches dem Drebungsvektor 
nacb GrSfse und Axe proportional ist. Dieses baben wir mit dem 
jeweiligen Impnlsvektor zusammenznsetzen, indem wir entgegengesetzt 
parallel zu der Bicbtung des Rotationsvektors an den Endpunkt des 
ImpulsvektOrs einen Pfeil von der Lange ^QAf antragen. In Fig. 86 
wird der ImpiilsveMor hierdurch der Figwenaxe genahertf in Fig. 87 von 
ihr entfernt. ' .. 

Der abgeanderten Lage und Grofse des Impulses entspricbt aucb 
eine etwas andere Lage der Rotationsaxe und eine etwas verscbiedene 
Grofse der Rotationsgescbwindigkeii In den Fignren ist die geometriscbe 
Konstruktion angedeutet, durcb welcbe nacb Fruberem die Ricbtung 
der Rotationsaxe aus der der Impulsaxe bestimmt werden kann. Wir 
baben nun die obige Konstruktion zu wiederbolen, indem wir das 
Moment des Lnffcwiderstandes entsprecbend der abgeanderten Lage und 
Grofse der Rotationsaxe dem Impuls binzufugen. Wie man siebt fahrt 
bierbei der Impuls und gleicbzeitig aucb der Botationsvektor fort, sicb 
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in Fig. 86 der Figiirenaxe zu nahem, in Fig. 87 sicF von iFr zn ent- 
fornen; gleicFzeitig nimmt Impuls nnd Rotation an Grofse standig ab. 

Fm dies "Verfahiren streng zu maclien, milfste man natllrlicF das 
zu Grande gelegte Zeitintervall unbegrenzt abnebmen lassen, so 
dafs der Endpunkt des Impulses nicbt einen gebrocbenen Linienzug 
sondern eine kontinuierlicbe Em-ve im Korper bescbriebe. Uberdies 
ware es notig^ die Anderungen zu berxicksichtigen, die der Impuls im 
Korper vermoge der ;,resultierenden centrifugalen DreKfcraft" erfabrt 
(ygl. pag. 144). Da aber diese nack Axe und Grofse gleich dem 
vektoriellen Produkt aus Impuls- und Rotationsyektor ist, so stebt sie 
auf der Bbene unserer Zeicbnung anfangs sen^reebt und beeinflufst 
weder die Grofse des Impulses nocb seine Neigung gegen die Figuren- 
axe. Die Wirkung jener Drebkraft bestebt vielmobr nur darin, dafs 
die zusammengeborigen Lagen von Impuls- und Rotationsaxe um einen 
mit fortscbreitender Bewegung wacbsenden Winkel aus der Zeicben- 
ebene berausdreben werden, derart dafs der Endpunkt des Impulses 
nicbt eine ebene, sondern eine um die Figurenaxe spiralig gewundene 
Kurve bescbreibt. Die genaue Gestalt dieser Kurve ist im ubrigen in 
den obigen Recbnungen entbalten, da sicb ja die Koordinaten des 
Impuls -Endpunktes relativ zum Korper nur durcb die Faktoren A und C 
YOU den Komponenten r des Rotationsvektors unterscbeiden. 

Aber aucb die Gestalt der vom Impuls -Endpunkt im JRaume be- 
scbriebenen Kurve ist nacb dem vorstebenden im wesentlicben klar. 
Gegen den Raum verscbiebt sicb der Impuls -Endpunkt jeweils entgegen- 
gesetzt parallel der Rotationsaxe, Diese selbst ntihert sicb nacb 
den vorigen Figuren mebr und mehr der Impulsaxe und drebt sicb T 
uberdies um deren augenblicklicbe Lage, da sicb die Figurenaxe ^ 
um die augenblicklicbe Lage der Rotationsaxe drebt und durcb fJ 
die Lage von Figuren- und Impulsaxe aucb die Lage der Rota- (j 

tionsaxe bestimmt ist. Man schliefst bieraus, dafs der Endpmikt ( 1 

des Impulsvektora im Raum eine Sehraubenlinie von abnehmender 4 
Weite. der Windungen um eine gewisse mittlere Riebtung be- ft 
scbreiben mufs, wie sie etwa durcb die nebenstebende Figur *) | 

scbematiscb angedeutet wird. Der Impulsvektor bleibt also nicbt 
wie bei der idealen Poinsot-Bewegung im Raume genau konstant^ xig. ss. 
wobl aber bleibt seine mittlere Riebtung konstant und die Sebwankungen 
um die mittlere Lage nebnaen im Verlauf der Bewegung ab. 

Die Bewegung der Figurenaxe im Raume erweist sicb wieder fiir 


*) Die Spirallinie geht natiirlich abwecbselnd hinter und vor der Mittellinie 
vorbei, was in der Figur nicbt deutlich genug zum Ausdruck kommt. 
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die beiden Falle C>A und C<A grundsatzlich verscbieden. Im 
ersteren Falle strebt die Figurenaxe einer Ricbtung zu^ die mit der 
schliefslicheii Ricbtnng der RotatioiiBaxe, also aucb mit der der Ira- 
pnlsaxe ubereinstimmt, im letzteren Falle stebt sie scbliefslick senkreclit. 
auf diesen Ricbtungen. Bezeichnen wir also etwa die mittlere Richtmig 
der Impulsaxe im Raume als die Vertikale so koimeii wir sagen: Bei 
dem dbgeplaUeteti Kreisel tvird die Figuremxe durch den Jjufiwidm’Htand 
mfgerichtetj hei dem verldngerten wird sie gesmkt bTaelidem die Be- 
wegung erloscben ist^ d, b, nacb uneadlicb langer Zeit stebt die Figuren- 
axe im ersten, Falle vertikal, im zweiten borizontal. 

Mit Riicksicbt auf den Luftwiderstand miissen wir iinsere fruhere 
Stabilitatsunterscbeidung beim symmetriscben Kreisel (vgl pag. 133 
und 133) einer grundsatziicben Revision unterzieben. Wir sagten frtiber: 
die gleichformige Motation um die Figmenaxe ist eine stabile , die um 
eine dqmtoriale Axe eine labile Bewegungsform. .Beides ist nur halb 
ricbtig, wenn wir an die Wirkung des Luftwiderstandes denken, Wir 
erteilen dem Kreisel eine Rotation genau um die Figurenaxe. Diese 
ist aucb bei Beriicksiobtigung des Luftwiderstandes eine moglicbe per- 
manente Bewegungsform, insofern als die Rotationsaxe im Korper und 
im Raume imgeandert bleibt und nur die Rotation sgescbwindigkeit all- 
mabbcb abnimmt. Fand die anfanglicbe Rotation aber nicht genau 
um die Figurenaxe statt oder wkd sie durcb einon Zusatzimpuls etwas 
abgelenktj so verbalt sicb der abgeplattete Kreisel umgekebrt wie der 
verlangerte. Beim abgeplatteten Kreisel strebt die Rotationsaxe ver- 
moge des Luftwiderstandes, sicb mit der Figurenaxe zu vereinigen, und 
sb^bt ^bald merklicb im Raume still Beim verbingertoR Kreisel eatfernt 
sicb die Rotationsaxe, wenn sie anfangs aucb nur beliebig wenig von der 
Figurenaxe abwich, mebr und mebr von dieser, desgleicben die Impuls- 
axe. Oder, anders ausgedruckt: Die Figirenaxe, die anfangs merklicb 
mit der Rotations- und der Impulsaxe zusammenfiel, stelit sicb im Ver- 
iaufe der Beweguiig schliefsHch seuki’ccbt dazu. Wir erkermen so: 
Die Jbtation um die Figurenaxe ist mU JiiicJmcht auf den Lufiwidiyr- 
sMUi dem ahgeplaUele^i Kreisel siaMl, hei dem vmddmjeri^i labiL Das 
Umgekebrte gilt fiir die Rotation um eine aquatoriale Axe. 

1 - Ausfiibrimgen deckeii sicb, soweit sie aneJv- 

Ch^kters riud, teilweise mit ttberlegungen, waloh. Stone*) 
m Hmbhck mi die Bntmckelun^geaoluchte der Erde angestellt hot. 
^e^Bcher Seite ist vieifach die Hypothese a-osgesprochen, dafs 

a fnJiond ■t'"T ***« “'ft’’ due to 

-«oo. 
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dk Kotationsfvxe dei- Erde in frfiheren geologiselien Pmoden einmal 
eine andere Lage im Erdkdrper gehabt habea moge. Eafst sich dieae 
Annabme mit der Thaisache, dais die BotationsMe jefet fast genau 
mit der Polaiaxe zusammenfallt, auf Gnmd eiaer Keibangswirkuug 
Ton der Art des Mer Torausgesotztea Lrftwiderstsndes (Gezeiten- 
relbrmg) yereinen? Da die Erde ein abgeplatteier symmetriaoher 
Ereisel imd Are Polaraxe eine Am grSEten HanpttriSgheltainOiueiites 
ist, ware es nacb dem Vorhergebenden an sicb mSgHeh. Indessen 
werdeu wir im uaohston Kapitol mit Ettcksicbt anf die zahlenmafsigen 
Umstande des Yorganges zu einer negatiTen Beantwortung der ge- 
steEten Frage gefukrt Tvei'den., — 

Wi? erganzeB. die obigen Betrachtimgen nunmelir durch Beriick- 
sicktigung del* Schwere. Dafiir wollen wir aber im Folgenden von der 
(Jngleiclilieit der Tragheitsmomente absehen, also einen scbweren Kugelr 
hreisel betracliten. Wabrend bei dem kraftefreien Kugelbreisel die Ro- 
tation aucii bei Berttckeicbtigung des LiiRwiderstandes danemd nm eine 
im Raum und im Korper feste Axe stattfindet, wird beim scbweren 
Kugelkreisel das Endergebnis sein miissen, dafs die durcb 0 gebende 
Scbwerpunktsaxe schliefslich in alien Fallen senkreeht naob unten weist. 
Den Prozefs^ durch welcben dieses erzielt wird, werden wir naherungs- 
weise darzulegen haben. 

Bei dem scbweren Kreisel ist es, wie often bemerkt, bequem, die 
EiEerscben Winkel und die Lagrangescben Gleicbungen zu benntzen. 
Wir bestimmen zunaobst die in den Lagrangescben Gleiebungen vor- 
kommenden Eomponenton (oder Momente) des Luftwiderstandes bin- 
sicbtlich der drei Eoordinaten Sie mogen O, V, 0 beifsen 

und sind den senkrecbten Projektionen des Drebungsvektors (oder des 
in Fig. 76 verdeutlicbten, aus den Strecken 97', ip% bestebenden 
Liniemuges) auf die Figurenaxe, die Vertikale und die Knotenlinie 
proportional Neiint man den Proportionalitatsfaktor wie friiher X, so 
findet man nacb Fig. 76: ^ 


(8) <15= X (<p' -}- ip'aoB d'), w r^-X {tlf' -f 9?' cos #•), 0 = - Xd’'. 

Die zugehorigen Impulskomponenten beifsen W, n und [0]; wie z. B. 
aus den Gl. (.2) des vierten Paragraphen bervorgebt, bat man im Faile 
des Kugelkreisels: 

(9) , N == A (90' -f ijf' Goa d')j n=== A {ip' -j- 9)' cos -S’), [0] = A‘d'\ 

Die Lagrangescben Gieicbungen lauten, wenn ^ die lebendige Eraft 
des Kugelkreisels foedeutet: 


dN 

dt 


Cb, 


^ tn d[0] 

dt p rw 


dT 

dQ' 


P sin -O' -}- 0, 
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Mit Rlicksiclit auf (8) und (9) und den in Gl. (4) des vierten Para- 
graphen angegebenen Wert von dTld%' konnen wir acbreiben: 

/iriN dN X -.-r dn X 


Ad'" 4- — JPsixi'd' —■ 


(n — N cos •d’) {N — n cos d) 
sulk'd 


Die Gleiclmngen (10) bedingen, ahnlicb wie beim kraftefreien Kreisel, 
eine exponentielle Abnabme der Tnipnlskomponenten nacb dem Gesetze: 

— — 

(12) Woe 

das Verhaltnis beider Komponenten bleibt dabei konstant; denn es ist 
W = Wo:Mo- Indem wir die Werte (12) einsetzen, vereinfacbt sicb 
(11) wie folgt: 

(13) Ad" A Xd'^F sin d - e~' K - -^o ( W) - % cos >91 _ 

A. sin®* O' 

Wir geben bier wie bei dem fruberen Eeibungsproblem auf „Pi’k- 
cessions-ahnliclie Bewegungen^^ aus. Da bei der reguliiren Pracession 
'9' const, ist, wollen wir jetzt nacb solcben Bewegungen frageri, fur 
die d uiid d klein sind. In erster Naherung setzen wir daber die 
linke Seite gleicb NuU und folgen damit einem Verfabren, welcbes 
als „Metbode der langsamen Bewegungen" aufserordentlicb viele be- 
wufste Oder unbewufste Anwendungen auf alien Gebieten lindet. Der 
Sinn dieses Yerfabrens bestebt darin, dais man eine binreicbend lang- 
same Bew^gung naberungsweise als eine Aneinanderreihung von Gleicb- 
gewicbtslagen auffafst, dais man also von der Tragbeit des Systems, 
die offenbar urn so weniger ins Gewicbt faUt, je langsamer die Be- 
wegung ist, absiebt. Dies 7erfabren liefert in vielen Fallen eine 
biaucbbare erste Annaberung an den wirklicbeu. Bewegungsverlauf, eine 
Annaberung, die wir im vorliegenden Falle durcb Berecbnung einer 
zweiten ISTaberung kontrollieren werden. 

Wir bestimmen also cos 9- als Funktion von t aus der Gleicbuno’: 

~ ^0® ^) ~ COS#^ = — ~ 


Ut 


Anfangsimpuls voraus, nebmen also an, dafs 
AF/Nq Hein sei; von derselben Grofsenordnung ist APln^N^^. Fiillt 
der Anfangsimpuls uberdies nabezu in die Ricbtung der Figurenaxe, 
so wird «o/Wo em ecbter Brucb, der etwa dem Cosinus eines .Hiilfs- 
winlmls dQ gleicbgesetzt werden kann. Wir unterscbeiden den Anlang 
der Bewegung (^ Hein) und das Ende derselben (t sebr grofs). 

^ Die recbte Seite von (14) ist wegen AF/n,N, klein; auf 
der linken Seite mufs daber einer der beiden Faktoren ebenfalls klein sein. 
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Dies kaiin nur der Faktor ^ ~ cos-^ = cos-^o — cos -S’ sein. Wir setzen 

dementsprecliend cos -S’ = cos-S-q + s und vemaclilassigen kokere Potenzen 
von E. Aus (14) folgt: 

ixt 

- ' *o) = 

Eii 

und 

2Xt 

(15) cos S’ ~ cos 'd’o — sin^ -O-o . 

JSq 

Mit dem gleicken Grrade der Annakerung gilt: 

22it 

(15') ^ = • 

Wir scklielsen daraus, dais zii Beginn der Bewegung O’ wiickst, die 
Figurenaxe also sick senkt, wenn P positiv ist, d. k. wenn der Sckwer- 
punkt auf der positiven Figurenaxe liegt. Im umgekekrten Falle nimmt 
O ak, die Figurenaxe kekt sick also, wakrend die Sckwerpuiiktsaxe, die 
mit der negativen Figurenaxe identisck ist, sick senkt. Der Anfangs- 
wert O stimmt ungefakr mit unserem Hiilfswinkel Oq liberein. 

b) if grofs. Das Produkt <3 ^ wird beliebig grofs, wenn t iiber 

7l^ ^Vq 

alle Grenzen v?-ackst. Da die linke Soite von (14) endlick bleibt, mufs 
sinO mit wacksendem t klein werden; cosO wird daker gleick ±1. 
Fiir cosO — 4-1 wird die linke Seite von (14) gleick 

„ 

fur cos O' = — 1 wird sie gleick 

WoAo 

Vergleicht man die Vorzeicken der reckten und linken Seite in (14), 
so erkennt man, dafs cos O’ = + 1 im Falle P < 0, cos 0 = — 1 im 
FaUe P > 0 gilt. In beiden Fallen ist die Sckwerpimktsaxe gegen 
Ende der Bewegung senkrecht nack unten gericktet. Die formelmafsige 
Darstellung von O’ gegen Ende der Bewegung lautet daker; 

y yaf ’ 

y y—AF 


(16) 


P>0 

P<0 
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Der graphische Verlauf der dwell (14) bestimmten Abbangigkeit 
zwiscben -O' und ^ wird scbematiscb durch die beideu Kurven dei* i?ig. 89 
veranscbaulicbt. 

^N'aturlicb ist es noch keineswegs ausgemacbt/ dafs unsere durcb 
aiemlieb wilikMicbe VernaeWassigung einiger Glieder der Bifferen- 

tialgleicbung (13) gefundenen 
Bormeln den wirklichen Ver- 
lauf der Pracessions-abnlicheii 
Bewegungapproximieren. Jeden- 
falls ist bierzu nocb der Nach- 
weis erforderlicb, dafs die Yer- 
nacblassigten Glieder tbatsach- 
licb klein gegenuber den bei- 
bebaltenen ausfaEen. Indem 
wir jetzt nacbtraglich diesen 
Nachweia iiefem, werden wif gleiebzeitig die Moglicbkeit zeigen, die 
bisberigen Annaherungen scbrittweise zu verbessern. 

a) t Mein. Wir berechnen die linke Seite der Gl. (13) auf Grand 
der Formel (15'). Bs ergiebt sicb 

iu 



Mg. 89. 


(17) 


A»" + 19/ ^ 




sin-^oB 


Das Verbaltnis dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede der recbten 
Seite Ton (13), Welches wir naberungsweise gleich Psin-d’,, sehreiben 
konnea, wird 


^ A * ^ 


lid 

A 


Die Grofsenordnung dieses Yerbaltnisses wird, da bei kleinem )! die 
Exponentialgrofse nur raiifsige Werte bat, dureb die Zabl 5e- 

stimmt. Zufolge der Bmfiibrung des Proportionalitiitsfaktors A betotet 
aber 2x1 denjenigen Zusatzimpuls, weichen der Luftwiderstand bei einer 
YoUen Umdrebung urn irgend eine Axe austibt. Wir diirfen annebmen, 
dafs dieser erbeblicb kleiner ist, als der Bigenimpuls des Kreisels oder 
anders susgedrilckt, dafs die Tragbeitswirkungen der Luft aufserst o-e- 
ring sittd Tergbchen mit den Tragbeitswirkungen des Kreisels. Unsere 
Konkolle der obigen Uaberungslosung bat also ein befriedigendes Er- 
gebms gebabt, da sie zeigt, dafs die vemacblassigten Glieder der 
^ ifferentialgleicbung in der That Ton geringerer Ordniing wie die bei- 
behaltenen waren. 

Die bisherige Losung iafst sicb jetzt leicbt durcb Beriicksicbtigung 
der bnken Seite von (13) korrigieren. Wir setzen, aufser in dem Aus- 
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scMag gebenden Gliede % — Nq cos iiberall in Gi. (13) unsere erste 
Naberung (15) ein; fur die linke Seite bemitzen wir dabei den Aus- 
dnick (17)5 aiif der rechten Seite haben wir nacb. (15) zu setaen: 

2Xt\ 


sin & == sin 


AP „ ~t] 


1 -|- cos tf, 


-Wo “ % cos d' = Nq sin^ -^0(1 + 


AP 


2;. A 

P --T-\ 

yCOS'»%C j. 


blaob einigen formal.en Vereinfachangen und bei Vornachlassigung 
hoiierer X^otenzen der kleinen Glieder finden Trir 


2lt 

% “ Nq cos •d' == ain^ -O-Q c 
und bieraus : 

(18) goS' 9' == cos'9’0 — ^^r^ain^'O’o e 

JVy 


2kt f 


0 



Dies ist die gesucbte Korrektion von (15), die wir als eine zweite 
Naberuug anzuseben baben, da nunmehr die Quadi-ate und Produkte 
der kleinen Grofsen und beibehalten sind. Ersicbtlicb 

enfcbalt unser V ei*fabren den Keiin zu einer beliebig fortzusetzenden 
Potenzentwicklung nacb eben jenen kleinen Grofsen; wir braucbten nur, 
um zu dieser zu gelangen, aus der zweiten Nahemng eine dritte etc. 
zu berecbnen. Mit waobsendem t wiirde sieb die Konvergenz der Ent- 
wickelung verscblechtern, da in (18) die Potenzen der genaunten kleinen 
Grofsen von den entsprecbenden Potenzen des Paktors begleitet 

werden. Aus diesem Grunde und wegen der UmBtandlicbkeit der so 
entstebenden Pormeln begntigen wir uns mit der zweiten Naberung. 

b) t grofs. Auch bier gilt es zunacbst, nacbzuwoisen, dafs in 
Gl. (13) die linke Seite bei der Aufstellung der Naberungslosung (16) 
vernacblassigt werden durfte. Vvir berecbnen zu dem Ende die ver- 
naobiassigten Terme nacb GL (16) and finden, je nacbdem P ^ 0 ist, 


Ad" -}- ™ J; ainf). 

4 -d 


Bas Verbaitnis dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede P sin -S' der 
recbten Seite von (13) betragt 


Wir diirfen, annebmen, dais PJ klem ist gegen die gleicbbenanate Grolse 
AP, was etwa auf die Annabme binauskommt , dafs der Einflufs des, 
Luftwiderstandes auf die Kreiaelbewegung klein ist gegeniiber der 
Scbwerewirkimg. Jedenfalls ist unter der genannten Annabme die 
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VernaeMassigung der linken Seite von (13) in erster Naherung ge- 
reciitfertigt: 

Geken wir anch Mer auf dem oben besckriebenen Wege zu einer 
zweiten Naberung iiber, so finden wir/ wenn wir die Falle P^O 
durch ein doppeltes Vorzeicben unterscbeiden: 


(19) 


sin -O' 




A Jl_\ 

igZpp 


also eine Formel desselben Obarakters wie (16). Aucb bier konnte 
man zu einer dritten etc. Nabemng fortscbreiten. 

Die fiir die erste Naberung entworfene scbematiscbe Figur 89 
kann uns ebe.usowobl zur Veranscbaulicbung dieser zweiten Naberung 
dienen. tbrigens werden sieb dieser Figur , nocb Nutationen von der 
Periode der Kreiselumdrebung uberlagern konnen, die von den Anfangs- 
bedingungen der Bewegung abbangen und sicb im Verlaufe der Be- 
wegung abglatten. Unsere Kurve aus Fig. 89 kann sicb nur bei geeignet 
gewablten Anfangsbedingimgen (und aucb da nur naberungsweise) ein- 
stellen, abnlicb wie die reguiare Pracession bei dem idealen Kreisel. 
Im AUgemeinen wird sie nicbt die Integralkurve selbst sondern nur die 
„Leitlinie" der Integralkurve darstellen, um welcbe sicb die letztere mit 
abnebmenden Oscillationen berumscblangelt, abnlicb wie in den Fieuren 
79 und 80 des vierten Paragrapben. ^ 

Bei nicbt kugelfbrmigem Tragbeitsellipsoid liegen die Verbaltnisse 
wesentlicb komplizierter. Hier kann der Fall eintreten, dais die Figuren- 
axe wegen der kombinierten Wirkung von Sob were und Luftwider- 
stand nacb der Vertikalen binstrebt, dafs sie aber wegen der Verschieden- 
heits der Haupttr%beitsmomente von dieser abgelenkt wird. Welcber 
dieser Einfliisse die Oberband gewinnen wird, lalst sicb obne ein 
tieferes Eingeben nicbt entscbeiden. 


§ 8. Die Elastizitat des Kroiselmaterials. 

Bo unentbebrlicb der Begriff des starren Korpers fur Naturwissen- 
scbaft und Tec^k ist, so sicher ist es, dafs er in der Wirklichkeit 
nur groteangenabert wird. Aucb der in Bewegung gesetzte Kreisel wird 
Bicb nicbt nur wie ein starrer K6.rper als Uanzes bewegen, sondern er 
wird gleicbzeitig den durcb die Bewegung bervorgerufenen Spannungen 
etwas nacbgebend sicb deformieren. Die Frage ist nur, ob solcbe Form- 
anderungen unter. irgend welcben Umstanden merklicb iverden. Diese 
brage ist gerade in demjenigen FaUe akut geworden. wo wir vielleicbt 
am ebesten geneigt sein mScbten, die Vorstellung der starren Konstb 
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tution festzulialten, im Falle unserer Erde. ISTiclit nur ist die Gestalt 
der Erde in danernder Weise durcli ikre Umdrehung beeinflufst und 
von derjenigen verscMedenj die sie annehmen wiirde', 'wenn sie eines 
Tages zu rotieren aufhoren wiirde; sondern- die Gestalt der Erde andert 
sicli aiich, wenn sich die DreW im Erdkorper umlagert, also von 
iHrer normalen oder mittleren Lage, in der sie mit der Figurenaxe der 
Erde znsaminenf allt, etwas ‘abweiclit, Direkt ist eine solclie Porm- 
anderiing natiirlicli niclit mersbarj sie xibt aber eine JEtuckwirkung anf 
die Bewegung der Erde, namlick anf den Wecbsel der Drebaxe im Erd- 
korpei ans, eine Riuckwirkung, die sebr wohl der Messung zuganglicb. 
ist. Wir kommen im nacbsten Kapitel anf diese Verlialtnisse im Zn- 
sammenbang ziiriick. Hier gilt es , die spateren Diskussionen vorzu- 
bereiten und zn zeigen, dafs entsprecbende Pragen bei jeder Art Kreisel- 
problem auftreten, wenngleicb ibnen bei den iiblicben Abmessungen 
und Pormen unserer Apparate kaum eine nennenswerte Bedeutung zu- 
kommen diirfte, 

Lidem wir die Verbaltnisse der Erde im Auge bebalten, betracbten 
wir einen Kreisel von. der Form eines abgeplatteten RofationselUpsoides. 
Die Massenverteilung im Inneren des Ellipsoides sei bomogen, den 
Scbwerpunkt desselben denken wir uns unterstiitzt, sodafs wir nur die 
kraftefreie Bewegung zu betracbten baben, die beim starren symme- 
triscben Kreisel, wie wir wissen, eine regulare Pracession ist. Unser 
Interesse werden wir auf die Pracessionsdauer und den EinfluTs, den 
bierauf die Elastizitat des Materials ninimt, ricbten. 

Hinsicbtlicb der Benennung ist im Auge zu bebalten, dafs gerade 
im Palle der Erde die hier zu studierende Pracessionsbewegung als 
freie Nutation (spezieller, sofern man vom Einflufs der Elastizitat ab- 
sieht, als Euler solve Nutation) bezeichnet wird, wabrend man bekanntlich 
bei der Erde unter Pracession eine durch Sonnen- und Mondanziebung 
ermungene Bewegung von aufserordentlich viel langerer Periode ver- 
stebt. Dieser langsamen erzwungenen Pracession iiberlagert sicb die 
sebr viel rascbere Eulerscbe Nutation, unsere kraftefreie Pracession, 
so dafs die Gesamtbewegung den uns wohlbekannten Cbarakter der 
pseudoregular en Pracession annimmt. ITbrigens bezeicbneten wir aucb 
bei der allgem einen Untersucbung der pseudoregularen Pracession in 
Kap. V, § 2 die Scbwankung des Kreisels gegen die Bewegung der er- 
zwungenen regularen Pracession als Nutation; aucb dort erweist sicb 
diese Nutation gleicbbedeutend ini't der kraftefreien Pracession des dem 
Einflufs der Scbwere entzogenen Kreisels, namlicb unter den Be- 
dingungen, durcb welcbe wir die pseudoregulare Pracession defi- 
nierten, dafs 1) der Eigenimpuls sebr grofs sei grofs gegen AP) 
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raid dafe 2) die Figurenaxe stets in der Nahe der Impnlsaxe liege, 
Bedingungen, welche im Falle der Erde erfiillt sind. 

Die gestalfcliclien und Massenyeriialtnisse mi8ere,s KreiseL? werden 
dnrcli Angabe der folgenden, nacb Voranssetznng positiven Verhaltniszabl 

O — A 
^ A 

gekennzeiGbnefc, welclie wir die nennen, Aus der Ellip- 

tizitat berecbnet sicb die nnmeriscbe Excentrizitat e der Meridianknrve 
imseres EUipsoides nach der Formel e~y2sl(l + s). Filr ein be- 
liebiges Ellipsoid gilt namlieb, dafs das Tragbeitsmoment nm eine be- 
liebige Hauptaxe gleicb dem fnnffcen Teil der Masse multipliziert mit 
der Summe der Quadrate der beiden anderen Hauptaxen wird. Be- 
zeicbnet also h die in die Figurenaxe des EUipsoides fallende kleine 
Hauptaxe, a die in die Aquatorebene fallende grofse Hauptaxe der 
Meridianellipse, so bat man 

und daber 

— &* 

wabrend die Definition der numeriscben Excentrizitat bekanntlicb lautet: 


Hieraus folgt leicbt der oben angegebene Zusanimenbang zwiscben e 
und £. 

Indem wir abermals an . die Verhaltnisse der Erde denken, setisen 
wir € als Heine Zahl voram; die Gestalt des EUipsoides weicbt dann 
wenig von der Kugelgestalt ab (Spbaroid). Enter dieser Annabme 
scbreiben wir die naberungsweise Gleicbung der Oberflache des EUip- 
soides an. Wird 0 nacb der Figurenaxe, x und y nacb zwei recbt- 
wmkLgen Axen der Aquatorebene gemessen, so baben wir zunachst 
obna Vemacblassigung 

5* + a" == 1- 

Wu* transformieren diese Gleicbung in zentriscbe Polarkoordinaten, in- 
dem wir mit r den Abstand eines Punktes der Oberflaobe vom Mitteb* 
punB des EUipsoides, mit 0 die Heigung dea Radiusvektor r gegen 
die Aquatorebene bezeicbnen. Wir baben dann 

#=r2sin®0, icM- 2 /® =*?'®cos2 0, 


also zufolge der obigen Eilipsoidgleicbung 


COS*0 , 003*0 

6 * 


-p- (1 — e* cos® 0) 
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und angenaliert 

^ ^ (1 -f- « cos^ 0). 

Dies die nrsprilngliche Kreiselgestalt. ' Wird nm der Kreisei in 
Rotation versetzt, so tritt erne Formandemng auf, die wir als Hein vnr 

f - die Fign!:!^^ 

wird ®%so^d noch etwas mehr abgeplatfcet; die Elliptizitat a 

wird nm emen Hemen Betrag s' vermebrt. Bei der Bereclinunff der 
hmzuionmenden Elliptizitat die each den Grundaatzen der 
zitatetlieorie erfolgen hat, wird man von der nrepriingheh vor- 
andenen mptizitat £ nnbedenklich ahaehen, also die nrspriingliche 
Welgestelt eintach als Engel Torausselzen dilrfen. Denn dnrch Z 

wird die hinznkommende 
Blhptizitat £ nnr in einer Grorse zweiter Ordnnng (ron der GrSrseD- 
ortong des Produktes ee') beeinflurst. Man kann dabei die Prage 
anfwerfen, welohen Radius man der Engel geben soU, dnreb welcL 
man sum Zweok der Bereohnnng von e' das urspriingbcbe ElKpsoid 
mit den Hanptaien o und i erseteen will. Am naehsten liegt es, eine 
mittlere, zwisohen a und 6 entbaltene Lange m als Radius zn wiihlen 
*e man so besbmmt, dsfs der Inhalt der Engel gleieh dem Inbalt 

des ursprunghobeu EUipsoides wird. Diese Pordemng fahrt auf die 
Bedmgung ^ 

a^h. 

Setzt man fiir « den aus G!.(l) mit G~0 folgenden Wert o = Jri -l-£l 

ein, so wird . ■ 

»• ■= 6" (1 + 2e), m — S » |'l _ i. . 

Die ffleiehnng des nrsprangUcben EUipsoides lafst sich daher folgender- 

rnafsen scJireiben: ^ 


r m -f f (cos^ 0 - 


wahrend die Dleicbimg desjenigen EUipsoides, 
rrm B.adins m iibergebt, die foigende sein wird 


in Welches die Engel 


) r ^ m -j- /(cos® 0 - — * 

Diircb Bupe^osxtion der foeiden geringen Abpiattungen s und / ergiebt 
sich als aieiebung unseres durcli die Rotation deformierten ElHpsoides; 

linlicli konnen wir verfahren, wenn die Rotation nm eine von 
der Figaronaxe abweichende Axe stattfindet. Der Winkel zwiseben 
Fignrenaxe und Botationsaxe sei $ (vgl. Pig. 90 -^FOM). Die nun 
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W 


■■ 

jj^l 




Fig. fli). 


entstehende Abplattung wird $ich symmetriscli um die Botationsaxe 
OB herum verteilen imd kann wiederum so bereclinet werden, als ob 

der Kreisel die urepriing- 
licbe Form einer Kngel vom 
Radius m hatte. Die bin- 
zukommeude EUiptizRat e 
bat die'selbe Girorse wie vor- 
ber. Die Grleicbung des aus 
der Kugel entstebenden El- 
lipsoides lautet 

(4) r==m^l + £'(cos^0— 

wo 0' den Winkel des be- 
liebigen Radiusvektors r 
gegen die zur Rotationsaxe 
senkrecbte Ebene bedeutet. 
Wie man aus Fig. 90 er- 
kennt, ist 

0 ' == 0 + 8 , 

Hiermit ist aucb in gentigen- 
der Naberung die Formanderung bestimmt, welcbe das urspriinglicbe 
Ellipsoid (01. (2)) durob Rotation um die Axe OB erleidet. Die neue 
Form wild durcb die Gleicbung 

(5) r = m -f £ cos® 0 -f- «' cos® (0 + d) — y (e + e'fj 

gegeben. 

Dies ist mit derselben Annaberung die Gieicbung eines abgeplatteten 
EUipsoides, wie es die bisberigen Gleicbungen (1) bis (4) waren. Die 
Figurenaxe des neuen EUipsoides fallt aber nicbt mebr mit der ursprfing- 
licben Figurenaxe zusammen. 

Zur Bestimmung der nunmebrigen Figurenaxe (und der zugeborigen 
Aqnatorebene) baben wir die Gieicbung 

^=.0 

de ^ ’ 

das beifst: 

£ cos 0 sin 0 + £ cos (0 4- d) sin (0 -f d) = 0. 

Den Winkel d werden wir als Jdeinen Winkel voraussetzen. Wir 
dbrfen dann statt der obigen Gieicbung scbreiben: 

£ cos 0 sin 0 4- s' cos 0 sin 0 4* f'd (cos® 0 — sin® 0) == 0 


Oder 


tg20 == 
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Die reohte Seite ist wegen des Paktors d Hem; daier erhalt man fflr 

f/aZte die sich wenig von Null und von 

»/2 nnterackeiden. Der erste tommt einer dor in der Iquatorebene 

^kgenen Hanptanen, der letviere der nenen Pignrenaxe zu. Der 

in PiJ '““P^lioHen und der neueu Kgurenaxe {-^FOF' 

m Pig, 90) betragt ebenfalls ft und man hat himeichend genau 




Das so gefundene Eesvdtat ist sehr ansohaulicb; 

Ware das Mdienal des Kndsels dhsolut stwrr, so wiirde die Masserh 
V(^lung wich wie oar symmetriseh urn OF hleiben (ft _ 0) ■ ware es 
Mut (FlMssigkeii), . so wurde es sish svmmetriJh um die 

7 ^ 0^ herem grwppmrm (ft = S); Im jedem mdliehen Grade von 
Mscher Wtd^stamdsfaMgm rmfs sich ein mitOerer Zustand ambilden 
la wekher erne ewischm OF und OB gdegme Jsee Symmeirielmie dJ- 
Massmvertetlung wird (d- < S). 

Aus der nunmehr bekannten Gestalt des Kreisels wird es leicht 
sem, immer imter der Annahme homogener Massenverteilung, auf Trag- 
eitsmomente imd Elliptizitat des deformierten Spliaroids zu schliefsen 
IJnd zwar werden wir auf dieselbe EUiptizitat gefdhrt werden, gleicli- 
viel, ob die Rotation um die Figurenaxe OF oder um die davon ab- 
weichende Axe OB stattfindet, ob also die Oberfiacbe durcb GL (S) 
Oder durcbi Gl. (6) gegeben ist. 

In der That erhalten wir als Hauptaxen des deformierten Ellipsoides 
aus Gl. (3) fiir 0=0 : r == a' ^ m (l + ^ (t e'fj , 

” ’> ® = = w(.l--i(£-|-£')y^ 

aus Gl. (5) fiir 0 = - -S- : r ^ a' e'fj , 

» w 0 === -f- : = 6' = m (l ~ A (f -f s')j ^ 

wobei wegen der Kleinlieit von ^ gesetzt wurde. cos^-S-^ sin®'a- = 0. 
Beide miipsoide Sind also in erster Ndhemncj kongrumt, sie untersch&iden 
sich nur durch ,hre Lage, nicht dwch ihre Gestalt. Dementspreciiend 
werden aucb ihre Haupttragheitsmomente A' und C' und Hire EUipti- 
zitat E die gleicben. Man findet aus deii vorstebenden Werten von a 
und h unmittelbar: 

(7) + + 

C' — A' , , ^ 

t - == e -f « • 


I 
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Wir sind jetzt in der Lage, die Bauer einer freien Frikession des 
Kreisels sowoM fur ein starres, wie fur ein durch die Rotation defor- 
mierbares Material zu berecbnen. In ersterer Hinsicbt kOnnten wir 
uns auf Recbmmgen aus Kap. Ill, § 2 berufen. Nach Q-L (6') Ton 
pag. 151 ist die aquatoriale Komponente p + iq des Drehungsvektors 
bei der regularen Pracession durch einen Exponentiaiausdruck gegeben, 
in dessen Exponenten it mit dem Eaktor 


multipliziert erscheint. Dieser Paktor mufs daher ghich. 2 m/ T sein, 
wenn T die Pracessionsdauer bezeiohnet. Bedeutet andrerseits v die 
Dauer einer Rotation des Kreisels, so ist der Rotationsvektor Q gleich 
2jc/r und seine Komponente nach der Pigurenaxe, die in der an- 
gezogenen Gleichung mit hezeichnet ist, gleich cosd'23t/r, unter 3 
den in Pig. 90 so bezeichneten Winkel verstanden. Mithin hat man 


Oder, da man cosd hinreichend genau gleich 1 setzen darf: 

( 8 ) 

Lehrreieher und fiir das folgende niitzlicher ist indessen der 
folgende Weg zur Ableitung der gleichen PormeL Nach unserer Auf- 
fassung der Eulerschen DijBPerentialgieichungen sagen diese aus, dafs 
der Impulavektor im Raum bei der kraftefreien Bewegxmg nach Richtung 
und Grofse ungeandert bleibt, dafs dagegen relativ gegen den Kreisei 
die Portsehreitungsgeschwindigkeit des Impuis-Endpunktes nach Richtung 
und Grofse gleich dem vektoriellen Prod.ukt von Impuis- und Brehungs- 
vektor (der sog. „resultierenden zentrifugalen Drehkraft") ist. Bedeutet 
also J den Vektor des Impulses, \J\ seine Lilnge, dJ seine augen- 
blickliche Andenmg relativ gegen den Ereisel und bildet derselbe mit 
der Pigurenaxe den Winkel y (vgL Pig. 90), so hat man 

(9) § _ F(./, S) = i /I S ~y); 

Q ist die Lange dee Eotationsvektors M and kann wie oben gleich 
2M/t gesetzt werden. Bor Impuls-Endpioikt beschreibt mm im Kreiael 
wahrend eines Pracessionsuinlaufes einen Kreis vom Radius |J'|smj' 
um die Pigurenaxe. Hierzai gebraiicht er vermoge des angegebeneii 
Wertes seiner Portschreitungsgeschwindigkeit die Zeit 

__ 2flf I ein y sin y 

“ I J"! ft sin (d — y) ^ sin{^ — y) ^ 
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Oder bdi limi-eic!iender Kleinieit des Winkek S 
W r=rj^. 

o ~ y 

Dieee Bewchmmg stimmfc mit. der in (8) gegebener, natur&t fiberein. 
Es ^I8t mmheb , ig y gkiob dem VerbiUtnis der Sqnatorialen Eompo- 
nente des Impulses a« dei- naeb der Fignrenaxe genommewn und te d 
glmch dem Verbaltms der entspreohenden Eomponenten des Boiations- 
Wktors, Da sieb pun naeb dem grundsateUcbeu Znsammealitog zwiscben 
mpuk. undBotationsTektor entspreebende Kompouentea beidor Vektoren 
wxe A bez. wx& C terbalten, go ergiebt gieb 

ig f Agd A : C 


-JL- 

S ‘ — y 


A 


C — A 


Oder binreichend genau 

(10) y -d ^ A : O; 

Die^tberfegung, die su Gl. (9) fakrte, leXst sicb unmittelbar auf 
den eksti^h deiormierbarea. Ifreisel iiberfcragen. Wir miiseen dabei 

herrorhebens Die Famimclenna 
SO. (, Aefii Imm, sich vollstmdig in der dben hescJiriebenen Weise fur jede 
Lag^ des Rotationsveldors msmUlden, hevot' dieser Vehtor seme Laqe 
m Erernl rnermh mndert hoi. Diese Annshme ist in hohem Grade 
gerechtfertigt, da sioh Spannnngen und Formandernngen aligemem 
gesprooben mit der dem betr. Material eigentlimlicben SohaUgescbwin- 
digkeil ausbreiten, wahrend die beobachtbaron Bewegnngserscbeinuagen 
(bier die Umlagerungen des Rotationsvektors) aufserordentlicb viel lang- 
samer erfolgen. Onter dieser Annahme werden wir seben, daft die 
aUgememe Bewegung aiicb des deformierbaren Kreisels als regulare 
Pracession bezeiebnet warden kann. Wfirde dagegen diese Annahme 
nu?. zuiassig seiii, wiirde also die Abplattung nacb Bage und Orofte 
bmfcer der durch die jeweilige Lage der Rofcationsaxe indmerten Ah- 
p. attung ZLiruckbleiben, so ware die Bewegung viel komplizierter. 

Wir untersebeiden die durch die jeweilige Rotation abgeanderte 
byrnmetnebnie der Maseenverteilnng (OF' in Fig. 90) aft mMane 
JHymaxe von dm- ^lrsprimgUchen oder miUUren Figurenaxe OF. Die 
Bewegung des deformierbaren ICi-eiseft wird nun in jedem Aiigenblicke 
diese.be sein, die eiues staiTen Kreisels mit der wecbsebden 

Ugnreuaxe OF und den abgeiinderten Tragbeitsmomenten A' and 0' 
Dementsprecbend wird der Impids-Bndpnnkt, dessen Fortscbreitimgs- 
geschwmdigkeit gegen das Kreiselmateriai wieder durcb das vektorielle 
Produkt aiis Impuftvektor (A) tind Rotationsvektor (li) gegeben ist 
111 jedem Augenbii<;ke senkrocbt gegen die durcb die Vektoren J' und 
lx geiegte Ebene fortschreiteii, Jede XJmlagerung von J' bringt aber 
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eine Umlagerung von M mit sicli, und zwar mufs nacH, dem all- 
gemeinen Zusammenliange zwisehen Impuls- und Drehungsvektor der 
Endpunkt von B parallel zu de,m Impuls -Endpuiikte fortschreifceii, 
Jede Umlagerung des Rotationsvektors hat andrerseits eine Poiui'- 
anderung und eine neue Lage der instantanen Figurenaxe zur Polg'e- 
Ua wir annehraen, dafs die Formanderang Zeit hat, sich vollstandig' 
auszuhilden/liegt die instantaiie Figurenaxe dauernd in der durch 
und R bestimmten Ebene. In derselben Ebene liegt auch wegen des 
allgemeinen Zusammenhanges zwischen Impuls- und Rotationsvektor 
die Axe Ton J'. Die drei Axen OF', OJ' und Oli liegen also in der 
gleichen Meridianehene durch OF, die sich nm OF dreht. Da iiher- 
dies die Winkelabstande der drei Axen erhalten bleiben, besohreibt 
jede derselben einen Kreiskegel und im besonderen der Impuls-End- 
punkfc J' einen Kreis um OF. Diese Bewegung hat durchaus den 
Charakter einer regularen Pracession,.nur dafs anfser der Impuls- und 
der Rotationsaxe auch die instantane Figurenaxe im Iforper fort- 
schreitet. Wir berechnen jetzt die Pracessionsdaner T, indem wir 
wieder den Weg des Impuls-Endpunktes wahrend eines Umlaiifs durcb. 
seine Fortschreitungsgeschwindigkeit dividieren. 

Der Weg betragt jetzt 2«|J'| sm (-9- -|-/) (vgl. Fig. 90), die Port- 
schreikingsgeschwindigkeit ist 

daher wird die Pracessionsdauer 

2^' = sin (■&■-{- y') ^ Bin (-O' -f- y) 

j/'IQ 8in(^'~ y') 


Oder hinreichend genau 

S — y' 

haben wir mit Rfletaicbt auf 
r F ran^redmen. Ana SI. (6) foigt., da nach % 90 

( ,) tet, fur die deformierte Glestalt des EUipsoides atigeschrieben ; 
und lebrt, dafs hinreichend genau gilt 

. y 1 1 

d'-/ 
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Hiemfioh wird 


'O’ 'd* y 


8 ' 


$' — y 


_j_ 


ir 


s -j- f 




Uusei obiges Eesnltat beziigiicli der 'Pracessiousdauer T ('Grl {ll'i'i 
Irdst aicii daher sehreibeji: V • v 


( 12 ) 


T 


X 

s ’ 


in welcW Form os mit dor ftitheron Bleicliung (8) EusammeufaUt. 
Ill Worten heilst dieses: 

jyk .Pr/mssiomdlaacr eines Krcisds wm deformierlarem MatmcH 
und spluiroutiscJia- GesMt hmchmd sick nicht mis der MldpUsUm seiner 
deformi^ten Gesm, (welcho E - o + o' genaani wurde), 
der Uhptrnm seimr ursprSmjUekn Form, die es vor do,- SofoMon 
Mtte und die m heim Frliisehm der Sotation wieda- annehmen wiirde 
bie ,s( daher von der dastisehcn Naduiiebiglceit des Materials unah- 
idngig 'und ^ im hcsonderen gleich der Prdcessionsdauer eines dbsolut 
starren Kreisels, dessen ElUptmim mit der ursprunglieJien Elliptiisitdt e 
des deformierharen Kreisels iilm-emstimml 

Wii werdeii im folgeiidoii Kapifcel bei den geophysikalisclien An- 
wenduiigon auf diesen Safcz zai'’Licklrominnn und werden ihn zura Aus- 
gangspiiukt fiir die Darstellinig der Polschwankiingeu uad far die Er- 
klarung der sog. Chandlersdien Periode neiiineu. Eirie Scliwierigkeit 
hat die Ubertragung dor vorsteheiiden Eesultate auf die Verlialtnisse 
der Erde nor insoferu, als 1) die Erde ilirer Massenverteiiung nacli 
keiii^ horaogenes RotatioiiSellipsoid ist, soudern nach der Mitte liin 
diciiter als auf tier Oberfiuche ist, und ferner insofern als 2) bei emer 
Defomiatioii der Erde neben den elastischen Kriiften auch die Gravi- 
tations wirk on gen der einzelnen Teile auf einander wesentlich in Betracht 
kommeii. Der enstgenaimtc Umstand bringt es mit sick, dafs alle 
Zahlenangabon^ die wir spiiter zo inacben baben werden, mit einer 
gewissen IJnsicherlieit heliaftet sind, entsprecbend der Unsicberbeit in 
den Annahrnen iiber die Massenverteibmg im Erdinnern. Die an zweiter 
SteJle genannte Bcbwierigkeit ist dadurcb zu beben, dafs wir die im 
^orsteheiKlen mit / bezeichnoto Elliptizitat bei der Erde als diejenige 
Elliptizitat zu definiereu liaben werden, die eine Engel von der Elasti- 
zitat und dei mitfclereu Dichte und Grole der Erde unter der gmnein- 
satntn Wiikung der elastiiscben Ivrafte und der Gravitationswirkungen 
annehmen wiirde, wenu sie mit der Gescbwindigkeit der taglichen 
Erdnmdrebimg in Itotation versetzt wird. 

Nocb moge daranf bingewiesen werden, dafs die Voraiissetzung 
eines nabezu kugelformigen Kreisels, an der wir in diesem Paragraph en 
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festgelialten haben, niclit allein im Interesse der Anwendting auf den 
Erdkorper geboten wai*. Man nbersieht yielmebr leicbt, dafs gerade 
eine spbaroidiscbe Masse oder, allgemein gesprocben, eine Masse von 
spbaroidiscbem Tragbeitsellipsoid in Hinsicht auf die deformierende 
Wirkung der Zentrifugalkraffce besonders empfindlieb sein wird. 


§ 9. Die Elastizitat der Unterlage. 

In hoberem Grade wie die Elastizitat des Kreiselmaterials durfte 
bei den gewobnlieben Versucben die Elastizitat der XJnterlage den 
Cbarakter der Kreiselbewegung beeinflussen. Man bemerkt sebr baufig 
ein Mitsebwmgen der Enterlage (Tiscbplatte), das sicb sowobl dem Gbre 
wie deni Tastsinn deutjicb bemerkbar macbt. Uni die Scbwingungen 
einer Tisobplatte zu erzengen und zu nnterbalten, ist aber Energie 
erforderlicb. Diese mnls auf Kosten der Bewegnngsenergie des Kreisels 
bestritten werden und wird teils iin Innern der Tischplatte durcb innere 
Reibung etc. in Wilrme verwandelt, teils wird sie nacb aufsen bin 
zerstreut^ indem sicb die Scbwingnngen der Tiscbplatte auf entferntere 
Gegenstande (durcb die Beine des Tisches auf den Pufsboden etc.) je 
langer je mebr ubertragen. Durcb das Mitscbwingen der Tiscbplatte 
wird also die lii’eiselbewegung gedampft. Von alien librigen Energie 
verzebrenden Kriiften (Reibung etc.) werden wir bei der folgenden Dar- 
steilung natiirbcb abseben. tlber die Scbwingungsform der Tiscbplatte 
wollen wir die Annabme macben^ dafs es sicb uni transversale Platten- 
scbwingungen bandelt, Viei denen etwa die Stiitzpunkte der Platte auf 
den Tiscbbeinen festbleiben und jeder Punkt der Platte in vertikaler 
Ricbtnng auf mid ab scbwingt. An sicb ist allerdings auob eine bori- 
zontale feobwingung der Platte als Ganzes mogUcb;, wobei die Beine 
des Tiscbes wecbselnde Verbiegungen erfabren wiirden. Wir wollen 
aber annebnien, dais bauptslicblicb die erstere Porin der Bcbwinguiig 
durcb. , unsem Kreisel ausgeldst wii'd, was niit den gewobnlieben Ver- 
baltnissen des Esperinientes in Eiuklang zu sein sebeint. 

Urn das Problem matbematiscb zuganglicb zu niacben, ersetzen 
wii in Gedanken die mitscbwingen de Tiscbplatte diu'cb einen einzelnen 
Massenpunkt, welcber uni seine natiirlicbe Qleiohgowicbtslage 0 in ver- 
tikaler Riebtung beweglicb ist und nacb dieser mittleren Lage durcb 
eine seiner Entfernung von 0 propoi-tionale Kraft zurdckgezogen wird. 
Die Grofse dieser Kraft sowie die Grofse der Masse ware durcb Ver- 
suche an der Tiscbplatte lolgendermafsen festzustelien: Man messe die 
vertikale Ansbiegung g der Tiscbplatte an der Stelle des Auflagepunktes 
des Kreisels auf Grund einer Belastung- K und berechne daraus^ indem 
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man Proportionalitat zwischen Ansbiegnng und Belastnng Toransseizt, 
lejenige Kraft h, die zur Ausbiegimg t ^ 1 (etwa 1 cm) geliort. 
emer bestimme man die Daner der freien Sdiwingungen t der Tisch- 
platte uud bereciine daraus die „rediizierte scbwingende Masse“ der 
Tischplatte m== ~*. Diese reduzierte Masse ist zugleicb die Masse 
unseres materiellen Punktes, den wir an Stelle der Unterlage substi- 
tuieren; die ICraft, mit der er in seine mittlere Lage 0 zurnckgezogen 
wird, ist — hi. Eiir das Folgende ist es aber unerlafslicb, aucb die 
Dampfung der Scbwingungen der Tiscbplatte zn berucksicbtigen, beryor- 
gerufen teils durcb Bnergieverwandlung im Iniiern der Platte, teils 
urcn Energiezerstreuung nacb aufsen, weil bieryon gerade der uns inte- 
ressierende Verbraueb an Bewegungsenergie des Kreisels' abbangt. Wir 
denken ilna desbalb aucb das logaritbmiscbe Dekrement der Scbmng- 
ungen der Tiscbplatte bestimmt und nennen dasselbe ; daranf scbreiben 
wir unserem Massenpnnkte nocb eine Kraft zn, die seiner Gescbwindig- 
keit proportional und entgegengesetzt, namlicb gleicb — lit,' ist. Die 
freien bchwingungen unseres Massenpimktes werden alsdann in alien 
Stdcken den freien Scbwingungen der Tiscbplatte abiilicb. Sie sind 
durcb die einfacbe Gleiobung bestimmt: 

W ml" + hl' + U==0. 

Wie aus der Einfubrung der Qrofsen m, h, h heryorgebt, ent- 
spricbt allgemein zu reden das erste Glied dieser Differentialgleicbung 
der Triigbeit, das zweite der Dampfung, das djitte der Elastizitat der 
Tiscbplatte. Wollen wir ein scbematiscbes Bild unseres fbr die Tiscb- 
platte substituierten Massenpunktes baben, so konnen wir uns etwa 
folgende Vorrichtung denken: Eine massenlose Spiralfeder von verti- 
kaler Axe ist am unteren Ende auf einer unnacbgiebigen Unterlage 
befesiigt und tragt am oberen Ende den Massenpunkt w. Die Feder 
ist durcb eine h uhrungsbiilse an seitlicben Ausbiegungen bebindert, 
kaim aber in vertikaler Ricbtung veiiangert oder zusammengedriickt 
werden. Der Verlangerung oder Zusammendruckung 1 widerstrebt sie 
dabei rnit der Kraft -f~ yfcj aufserdem wirkt im Innern der Feder oder 
an der Fubrungsbulse ein der Gescbwindigkeit proper tionaler Wider- 
stand, welcber bei der Gescbwindigkeit 1 die Grofse —h bat. Der 
am oberen Ende der Feder befestigte Massenpunkt m dient seinerseits 
dem unteren Ende der Kreiaelaxe als Stutze. 

Unter dem Einflufa der Kreiselbewegung kommen indessen niebt 
die durcb die vorstehende Differentialgleicbung beschriebenen freien 
Scbwingungen unseres Massenpunktes (Tiscbplatte) sondern gewisse er 
zwungene Scbwingungen zustande. Bedeutet B die Eeaktion oder 
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den Druck des in Bewegung befindiiclien Kreisels auf die tlnterlage in 
vertikaler Richtang, so gilt fdr diese erzwnngene Scbwingnng ersiclitlich. 
{ !') li'^' — H. 

Die (xrofse von B folgt aus den allgemeinen Impulssatzen, hier ans 
dem Satz Mr die vertikale Schwerpunktsgescliwiudigkeit . des Kreisels. 
Bedeutet 0 die vertikale Koordinate des Schwerpunktes, von dem im 
Ranine festen Punkt 0 aus gezaMt, so wird die Vertikalkomponente 
des Einzelimpulses (Schiebeimpulses) Ms'] ihre Anderungsgescliwindig- 
keit ist gleich der Snmme der in vertikaler Ricbtung auf den Kreisel 
wirkenden aufseren Kraften, d. h. der Scbwere — Mg, wenn M die 
Kreiselniasse ist, und dem Gegendrucke der Unterlage gegen den Kreisel 
B. Man hat daher die Gleichung: 

j-^Ms'^-Mg-B 

Oder 

(2) ' B^~M{g + s") 

ahnlieh wie in dem Anhange jsu Kap. VI Gl. (3) pag. 515. Aus QL ( 1 ') 
wird daher 

(3) m^" + hi' + U + Ms" + - 0. 

Wir imterscheiden des weiteren zwischen dem im Raume festen 
Punkt 0 (der natiirlichen Lage unseres Massenpunktes m) und dem 
beweglichen Punkte P (seiner augenblicklichen Lage zur Zeit t, die mit 
dem augenblicklichen Auflagepunkte des Kreisels auf der Unterlage zu- 
sammenfaUt), wobei OP gleich t ist. Von P lauft die Figurenaxe, die 
Enotenlinie etc. aus; in Bezug auf diesen Punkt werden wir die Euler- 
schen Winkel 91 , d- zahlen. Die vertikale Schwerpunktskoordinate s 
wird, wenn K den Abstand BB des Schwerpunktes vom Auflagepnnkte 
bedeutet, 

-s? ==§-]- E cos -S’ 


zu setzen aein. Gl. (3) kann daher auch so geschrieben werden: 
(5) (m + M) t" + Ag" + II + me cos a- + Mg = 0. 


Mm ertemt aus dieser Gleichung, wie durch Vermittelung dor Keattion 

die Bawe^g des Ki-eisels iuit der Bewegung unseres MassenpunMes 
m „verkoppelP' ist. 


TJm die ToUstandigen Bewegungsgleichungen des Problems zu erhalten, 

Kreisels um den (selbst vertikal be- 
beTnm'd- P zu beteaebten. Als auTsere Eraft kommt bier- 

™ Enotenlinie das Moment 
giebt, da die Eeaktion B mit Bezug auf F das Moment 0 
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hat. Hiemach bemiTst sich die inderung des Drehintpulses. Die Be- 
rechnung der Komponenten des letzteren geschieht nach der Regel der 
Lagi'angeschen Gleiclmngen: Man bilde den Ansdrnck der lebendigen 
Kraft und' bestimme ans diesem die Impulskoordinaten durcb- Differen- 
tiation nach den Geschwindigkeitskoordinaten, 

Der Ausdmck der lebendigen Kraft ist, da P beweglich istj von dem 
hblichen verschieden. Wir iegen zu dem im festen Punkte 0 kon- 
strnierten Koordinatensystem xye ein paraHeles dnrch denPunktP. 
Dann gilt fiir die Koordinaten irgend eines Massenteilchens Am des Kreiseis 


mithin 

Am 


X = iTj, 




Am 


y => fJx) ^ 

+ ft'* + <*) + S'* + A»VS'., 


Summiert man fiber die ganze Masse des Kreiseis, so darf man vor 
das Snmmenzeichen ziehen. Man erhalt so 


+ f s's + 5'J'A«v. 

Hier ist die lebendige Kraft des Kreiseis bei rnhendem Auflage- 
punkte, also wie frfiher 

= Y sin^ff) -f Y ((p' -f- ^'cosff)* 

Ferner bedeutet ^Amz^ die vertikale Schwerpnnktskoordinate in dem 
System multipliziert in die Desamtmasse des Kreiseis; mari hat 

also ahniich wie in Gl. (4): 

== ilfp^cos-ff, ^Am^j' = if cos'd-. 

Mithin wird der Ausdruek der lebendigen Kraft: 

(6) r - 4 («■'* + «■«''*) + Y (y + cosS'^.')'’ + f r* 

— amd'. 


Bezeichnet man jetzt die drei Impulskomponenteu nach den Koordi- 
naten 9 , und -ff bezw. rait N, n und [0], so findet man 

N = = C ((p' + cos V*'); ^ ^ sin^ff’^' -f- cos d'N, 

[0] = 

Die beiden ersten Impulskomponenten haben dieselben Werte wie bei 
festem Stiitzpankte. Setzt man ffir diese die Lagrangeschen Gleichungen 
in der Form: 
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an, so findet man wie frfliier 

const., w = const. 

Dagegen lautet die dritte Lagrangesche Gleichung, iiaoli dem Scliema* 
d dT dT ^ 

gebildetj jetzt folgendermafsen: 

Ad'" - ~ MEt'd'QOBd-^ -\-MEV%'' coBd 

==MpEamd. 

Der Wert von aTi/a-a- wurde z. B. in § 4 dieses Kapitels GU. (4) 
eine bequeme Form nmgerechnet. Setzt man ihn in die vorige Glei- 
cbung ein, streicbt die zWei gleicben Glieder der linken Seite gegen 
einander fort und dividiert durcb smf>', so ergiebt sich: 

( 8 ) 4^ -l (Jf~ncoB&)(n-Mco Bd) _ 

^ Die Wu-bmg der Beweglichkeit dea Sttitepunktes Oder, wie wir sagen 
konuen, seiner „Koppelnng“ mit der nachgiebigen Unterlago, bosteht 
eniaoh emfaA dam, dafs zn der Pallbeschleunigung ff auf dor rechteii 
eite unswer Gleichung die Beschlennigung des Anflagepnnktos hinzu- 
..T, B™egung nm den Tertikal TeiSuderKchen Stiltzpunkt ver- 
lauft also ebenso, me die Bewegung bei festem Stiifapnnkte, wenn man 

wh 7 ® ““ Schwerpunkt anfser der Schworkraft Mo 

noch ie v^derhehe Kraft Mf angebraeht denkt. Indem wir diesen 

wki” ® gewissermafsen umkehren, koiinen 

Lrfenen ^ T’ ™ ^or Soliwere nicht untor- 

worfenen Korpers, dessen Stutzpunkt mit der konetanten Beschleuninunir 
ff m gerader linie fortgefiihrt wird. nosoiiieunigung 

enthat Gl. (8) znsammen mit Gl. (5) die volletandiffe 

aen!«tfASsS: tm t 

ursprttngUch Tie“Cel?Fret T r miser Problem hatte 

dinaten f a ^ a Bn 4. ri- ®»tsprecbend den vier Lagenkoor- 

^=cons\:Lid^litefc;f“ -const., 

wir nurmehrzweiDnbel!: eliminiert, so dafs 

(S) und (8) iibrig bebalten. " ^ ®®’^o8™g“gloiolim>goo 

grangesohra Gleiehmgm'^bato telf ^ 

lebendi^en Kr»ft J <>®>- ™llstandigen 

Dendigen Kraft unseres gekoppelten Systems r*-.T+|.r“ L- 
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gogangen wiken imd dementsprecliend die folgende LagrangeseKe 01ei- 
oming gebildet hatten: 

d dT^ dT* 


dt ar 


Hierin setzt sicli die auf die g-Koordiuate wii'kende aufsere Kraft K- 
aus den drei Teilen: ~ Jc^, -H', - Mg zusammen. Man erMlt so: 
d 


Bmd' + mt') = ~ h^' — Jet - Mg, 


m 

was ersicktlicli mit (5) iibereinstimmt. 

Es kommt nun darauf an, aus den Grleiclnmgen (5) und (8) weitere 
Soblitsse zu zieken. Hierbei werden wir ims von der Annabme leiten 
lassen, dafs es sick urn Jeleine Sckwingimgen kandelt. Dies l§brt was 
die ITnterlage betrifft, in alien Fallen der Augensekein; was die Kreisel- 
bewegung betrifft, bedeutet unsere Annalime, dafs wir uns auf Be- 
wegungen vom Ckarakter der pseudoregularen Pracession besekranken 
wollen. Es sind kiernack t und dauernd von gewissen mittleren 
Werten und wenig versekieden, so dafs die Differenzen 

^ ~ ® ~ — 'd’o 

als kleme Grofsen bekandelt werden konnen. Ob das Gleiche fiir die 
Differentialquotienten 

z' = e; e' = 2" 0" 

gilt, lassen wir dakingestellt, da bei raseken Sekwingungen (und um 
sol eke wird es sick kandeln) die Differentialquotienten von koherer 
Grofsenordnung wie Z und 0 selbst sein konnten. 

Bestimmen wir zunachst die sekon genannten Mittelwerte to und 
ffo passend. Diese seien gleich den mbglieken stationaren Werten 
unserer beiden Koordinaten, also gleich denjenigen Werten, die mit 
der Annalime 

0 

nach unsern Gleickungen vertraglich sind. Nach Gl. (5) und (S') er- 
giebt sick 


kta + — 0, 

{N — n cos ffo) {n — N cos 


APsin^ffol 


tij bedeutet, wie man kiernack siekt, die dauernde Einsenkung der 
Unterlage unter dem Einflufs des Ki'eiselgewicktes 31 g und der ela- 
stisclien Widerstandsfakigkeit Jc der TJnterlage. Andrerseits ist die- 
jenige Neigung der Figui-enaxe, unter welcker bei gegebenem N, n und 
P == MgE eine genaue regulare Pracession moglich ist. Um ffj, naker 
angeben zu konnen, dividieren wir (10) durck N'^ und berucksicktigen, 
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an, so findet man wie friilier 


MgEsmd' 


const., »« == const. 

Dagegen totet die dritte Lagrangesche ffleichung, aadi dem Schem. 

At dQ'' dO' 

- S®^ild«t^ jetzt folgendermajfsen: 

- MEt' ~ MEt'%'' cobQ: 

= MgE BmO'. 

Etr, “ ‘li 


dT ' 

4- ME^'d'' coa & 


(8) 


A&' 
sin & 


"f- 


(N. 


■ncoB&)(n~]g-co a - 9 -^ 

A sin^ $• "" 


= MS(ff + ^'y 


“der, wxe wir eage 

Weraaeh einfach\rLrd”f za'dt Unterlage, bestel 

Seite uneerer ffleioCaTlvt A. ^ 

kominf n- T, Beschleimigung des Auflagepunktes hinzu 

itrio erenrriel — xliehe/s^tttap::^^^: 

worfenen KSrpera dessen Sttsr '^®’' Sohwere nioht imter- 

ixorpera, aessen btutzpunkt mit der konstanfen 

ff m gerader Linie fortgefttlirt wird. “s^ntea Beeohleumgung 

uraprtogUeh Z^tode ITf u^er Problem batte 

dinateni v T / Du^b ! 44 -taprechend dea vier Lageakoor- 

if-con TAZwei ZetiZad » - coaet., 

(5) -ujad (8) abrig behaltea. ^ Bewegangsgleiebungen 

Tibrigens katten tvir anck die G1 ;i a i 

graugeschen (Jleiehvmgea bflden koxmen; wL 4 tndefvrtZ'^'^ 
lebendigea Kraft aaaerea gekoppeltea S,sten.Zr “ 


3'+|r 


ail! 
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gegangen waren und dementsprectiend die folgende Lagraiigesclie Glei- 
ctiiing gebildet batten: 

d_ d_T* dT* ^ 
dt ds' 

Hierm setzt sicb die auf die g-Koprdinate wirkende auTsere Eraft ET. 
aus den drei Teilen: ~ ht, - H', -- Mg zusammen. Man eiEalt so? 
d 


dt 


(M^' — ME%'' ain.& + == — 


Mg, 


was ersicbtlicli niit (5) iibereinstimmt. 

Es kommt nun darauf an, aus den aieichungen (5) und (S) weitere 
.-cMiisse zu ziehen. Hierbei werden wir uns von der Annabme leiten 
lassen, da.ls es siob um Meine Scbwingimgen bandelt. Dies lebrt, was 
die Interlage betrifft, m alien Fallen der Augenscliein; was die Kreisel- 
bewegung betrifft, bedeutet unsere Annalinie, dafs wir uns auf Be- 
we^ugen vom Cbarakter der pseudoregularen Braces sion beschranken 
woUen. ^Es smd hiernacb t und ^ dauernd von gewissen mittleren 
Werten und wenig verschieden, so dafs die Differenzen 


^ t Q — S' — '0’p 

ala kleine Grofsen bebandelt werden konnen. Ob 
Differentialquotienten 


das Grleiche fiir die 


Z'-r, 0' = ^; 2", 0' 


giU, lassen wir dahiugestellt, da bei rascben Schwingungen (und um 
solche wird es sich handeln) die Differentialquotienten yon boberer 
(Trorsenordnung wie Z und 0 seibst sein konnten. 

Bestimmen wir zunachst die scbon genannten Mittelwerte und 
ffo passend. Diese seien gleicb den mbglicben stationaren Werten 
unserer beiden Koordinaten, also gleicb denjenigen Werfcen, die mit 
der Annalime 


nacb unsern Gleiclmngen vertraglicb sind. Mach Gl. (5) und (8) er- 
giebt sich ^ ^ 

kU + Mg^O, 

(10) (Jf- KcosS-,) (n - 2Vcos^„) _ 

bedentet, wie man hiemach sieht, die dauerade Bmsenkung der 
Unterlago unter dem Binflufe dee Ki-eiselgewicbtes Mg und der ela- 
stiscben Widerstandsfahigkeit h der Unterlage. Andrerseits ist die- 
jenige Meigung der Figurenaxe, unter welcher bei gegebenem N, n und 
P = MgE eine genaue regulare Pracession moglich ist. Um naher 
angeben zu konnen, cbvidieren wir (10) durch und berucksiohtigen, 
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. AP 

dal's b6i der pseudoregularen Pracfission kleiii isfcj sowie dafs der 
Impuls nahezu in die Riclitung der Figurenaxe falit. Von den beiden 
Faktoren linkerkand 

l-^COS^’o, ^ — COS^O 

mnfs daher einer, namlicli der letztere, klein sein; wir setzen ihn gleich 
E, finden nakerungsweise fur den ersten Faktor 

1 — ^ cos 'Q’o == sin^ '^o ~ ^ 


und bereclinen nacii (10) 


( 11 ) £ 


4P 


sin^'9'n 


AP 



cos -S-o 


_ n AP 

“ N~ V 


n* \ 

F*/ ■ 


Diese und nur diese Neigung der Kreiselaxe ist bei einem nahezii in 
die Figurenaxe fallenden Impuls vertraglicli sowobl mil einer voUigen 
Rube der Unterlage wie mit ToUiger Scliwankungslosigkeit der Figurenaxe. 

Raob Einfubrung der iieuen Variabeln Z und 0 vereinfacbea sicb 
die Gleicbungen (5) und (8) bei Vernacblassigung einiger ofFoiibar 
relatiy kleiner Glieder wie folgt: • 


(12) (m + 31) Z" + /iZ' ^IZ^ME (cos-9’00'2 + sin-9’00"). 

( 13 ) 4 ?: + 0 4 _ mez". 

^ ' sin-tTo ' (ju-Q ^Lsin^-irQ 

Hier ist nocb der Faktof von 0 in (13) auszuftibren. Da der zu 
differentiierende Ausdruck nacb (10) gieicb P ist^ kann man unter An- 
wendung der Regel des logaritbmiscben Differentiierens scbreiben: 

9 (n — y COB (N—n cos ^ p f N ein •P'o “^0 ^ cos ) 

9 '^0 J. sin^ -^0 [n — F cos N— n coh^J bliT ^'7 i ' 

Hier ist der erste Summand in der { } der recbteii Seite das Wesent- 
licbe. Derselbe ist namlicb nacb (11) gieicb 


8in.Q-q 

^—cos^o 


sin •0-^ 
s 


N* 

A P sin ’ 


^ wabrend die beiden iibrigen Summanden, die zusammen naberungsweise 
3 cos - 9 ' 0 /sin -9 q geben, dagegen vernacblassigt werden konnen. Man 
kann daber Gl. (13) mit binreicbender Genauigkeit so scbreiben: 


(14) 


0" + 


0 


-j- sm d-^Z . 


Dies ist eine lineare Differentialgleichung mit honstanten Koeffimettten 
zwiscben den beiden Unbekannten 0 und 2. GL (12) ist dagegen 
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wegen des Grliedes 0'^ auf der recliteii Seite mcht linear. Die mathe- 
matisclie Beliandliing niclit liaearer Grieichimgen stofst aber auf grofse 
Schwierigkeiten ; es ist dalier wimsclienswert naclizuweiseii, dafs wir 
jenes Glied iiaberungsweise ptreichen koimeii. 

Betracliten wir zunaclist unsere Gleichungen (12) und (14) uuter 
der Annahme, dafs die Unterla-ge vollig umiachgiebig sei (7c — oo, 
2 == Z' = Z" == 0;, kZ uubestimmt). Dann geht Gl. (14) iiber in 

e'' + f,-e=-o 

und integrierii sicb durcli ® ~ Periode der 

Schwankungen der Kreiselaxe gleieb. 23r also bei grofsem N klein 

wird. (Man ygl. liierzu Kapitel V § 2, Gl. (15), wo dieselbe Periode 
gefunden wurde.) GL (12) wird in diesem Falle nicbtssagend, da wie 
bemerkt hZ unbestimmt wird; in der That ist jene Gleicbung alsdann 
bei der Bestimmung der Bewegung entbehrlicb. 

Annahernd wird nun aucb bei etwas nacbgiebiger Unterlage die 
Periode und die Form der Schwankung der Kreiselaxe dieselbe sein, 
wie bei volJig starrer. Jedenfalls werden wir, um die Grofsenordnung 
von 0'^ und Q" in GL (12) abzusebatzen, den Wert von 0 bei starrer 
Unterlage zu Grunde legen konnen. Dann erkennen wir: Wir durfen 
niobt bebaupteu, dafs wenn 0 klein ist, d. b, wenn die Scbwingungs- 
amplituden a und & kleine Zablen sind, aucb 0' oder gar 0" klein 
seien, weil bei der Differentiation der grofse Faktor N/A bezw. 
binzutritt. Wbhl aber durfen wir bebaupten, dafs 0'^ Mein ist gegen 
0" da sicb die Sinus- oder Cosiiiusbestandteile beider im Mittel ver- 
balten wie a® : a oder wie : 1). Wabrend also das Glied 0'^ absolut 
genommen grofs sein kann, so ist es docb relativ gegen das GHed mit 
0" belanglos. Wir scbJiefsen daraus, dafs sein Einflufs auf den Ver- 
lauf der Bewegung Idein ist und balten uns dementsprecbend fiir be- 
reclitigt, dasselbe in GL (12) zu streicben. 

Deu'i Folgenden durfen wir jetzt die zwei linearen Differential- 
gieicbungen 

{M -f- w) Z" + hZ' -f 7c2 = J4E?smffo0" 

Q" 

zu Grunde legen. Ibre Diskussion gesobiebt nacb bekannten Regelu, 
die bei der Metbode der kleinen Scbwingungen (vgl. Kap. Y, § 8) 
standig angewandt werden. 
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Man setze 

(16) ^ 

und bestimme das Verkaltnis der beiden Scbwingmigsamplituden 0 und 
B, sowie die Schwingungsfreqnenz A durcii Eintragen der vorstebenden 
Werte in die Crl, (15). Babei ist es nocb notig, um vergleiobbare, 
d. b, gleicbbenannte Amplituden in der Recbnung zu baben, von der 
Amplitude des W^inbels 0 etwa zu der Amplitude des Scbwerpunkts- 
ausschlages oder,. was noch bequemer sein wird, zu der Vertikalpro- 
jektion dieser Amplitude uberzugeben. Wenn B die Amplitude von 
0, ist die Amplitude der Scbwerpunktsbewegung B B und die vertikale 
Projektion derselben E sin Q'qB. Diese setzen wir gleicb 

(1"^) B — Esm^QB. 

Die Gleicbungen (15) lauten nun, nacb Eintragen der Werte (36) 
und (17): ^ 

((Z^ + h'X + 7c')C=^(iX^2); 

bierbei wurden die Abkiirzungen benutzt: 

h Jc M 


(19) h' 


iUTd- m 


Jc' 




V == 


ME* sin*'8'„ 


Man bemerke bierbei, dafs v ebenso wie eine reine Zabl und 
zwar ein ecbter Brucb ist. In der That wird nacb einem bekannten 
Satz iiber Tragbeitsmomente das Tragbeitsmoment A fiir den Stiitz- 
punkt gleicb dem entsprecbenden Tragbeitsmoment fiir den Scbwer- 
punkt vermebrt urn MEPr, mitbin ist ME^ < A und daber v < 1. 

Aus den Gl. (18) folgert man: 


( 20 ) 


B 






Die beiden letzten Glieder dieser Gleicbung liefern die Bestimmung 
von A; X berecbnet, sich als Wurzel der Gleichung vierten Grades, 

( 21 ) 


{x'‘ + h'x + n, 


so dafs man vier mogUche Werte von A znr Verfagung hat, die wir 
A^.-.A^ nennen und von deneu je zwei konjngiert imaginar sein werden 
Bei der Diskussion der Wurzeln gehen wir ron der naturgemafeen 
Annahme aus, dafs die Unterlage ziemlicb umiacbgiebig sei (7c nicbt 
mebr oo, aber h' recbt grofs, im Besonderen grofs gegen WIA^) 
D^n ist nacb Gl. (21) notwendig 


entweder 

Oder 
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selir Mein 
selir grols 

Indem wir zunachst die erste Mogliclikeit betrachten, setzen 
wix N'^JA^^ €, berecbnen nnter Vernacblas^igung boherer Potenzen 
von fi znnachst den Wert von s und bestimmen daraus zwei Wurzeln 
unserer Qleiobnng, deren Naberungswerte wir und Ag nennen. Wir 
findeb: • 


TV* 






k' 


■ji± 


Oder, da /c' grofs gegen N^jA^, die recbte Seite also Mein ist: 

( 22 ) = 

mit der Abkiirzung 

Die beiden andern Wurzeln unserer Gleicbung finden wir durcb 
Verfolgen der Annabme: A sebr grofs. Wir setzen etwa 1/A =» «' 
und vernacblassigen f'*, e\ Fiir s' ergiebt sicb aus ( 21 ) mit Rtick- 
sicbt darauf, dafs h' grofs gegen N^[J} sein sollte, die quadratiscbe 
Gleicbung: 

1 — -\- h' s' s'^ = 

ibre Losung ist; 

h' 


2/c' 


7 + ^ 


>]/ 


1 (IV 

¥~~ 


ik'* 


Hieraus ergeben sicb die beiden folgenden Wurzelwerte: 


(23) 


Jt ^ i V'4:(l — (Lv)lo' — h’‘‘ 

2 ( 1 — ■ (iv) 


Das Wurzelpaar (A ^ , Ag) lafst sicb mit dem wenig verscbiedenen 
Wertepaar ^iNJA in Vergleicb setzen, Welches (s. pag. 615) den 
Schwingungen der Kreiselaxe bei vollig xmnachgiebiger XJnterlage ent- 
spricbt, Es unterscbeidet sicb von diesem namentlicb durcb den 
reeilen Bestandteil 

der als Folge der dampfenden Wirkung der Un^rlage anzuseben ist. 
Daneben ist aucb der imaginare Toil durcb das Mitscbwingen der 
Unteriage etwas modiflziert. Andrerseits konnen wir das Wurzel- 
paar (Ag, A 4 ) mit denjenigen Wurzelwerten vergleicben, welcbe dsn 
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ScRwingungen d'er ITnterlage bei Abwesenbeit des Kreisels nach GI (1) 
zukommen. Man erkeimt auch bier eine Riickwirkiuig des Kreisels 
auf die Scbwingungen der Unterlagej eine .Riickwirkimg, die sicb 
iibrigeiiS; wie man leicbt siebt, am einfacbsten als eine sebeinbare Ver- 
mebrnng der Masse m des urspriinglicben schwiiigenden Systems aiif- 
fassen lafst. 

Von bier aus koiinen wir hinsicbtlicb des Charakters der ein- 
tretenden Bewegung fblgendes. scbliefsen: Jedenfalls miissen sicb die 
Scbwingungen sowobl der Kreiselaxe wie der Unterlage aus Gliedem 
von der Form 

additiv mit konstanten KoeMzienten und i)., deren Verbaltnis durcb 
GL (20) vorausbestimmt ist, zusammensetzen. , Dabei werden sicb die 
konjugierten Exponentialgrofsen paarweise zu trigonometrischen Funk- 
tionen vereinigen und znsammen je eine Scbwingungszald und einen 
Dampfungsfaktor definieren. Insbesondere bestand die Scbwingung der 
Kreiselaxe, wenn wir von der Einwirkung der Unterlage abseben," aus 
ungedampften, rein periodiseben Scbwingungen von der ScbAvingungs- 
zabl JV72 n A. Burch die Mitwirhung der Unterlage wird diese Schwingtmgs- 
mhl ekvas ahgedndert, die 8chwingung wird uberdies geddmpfty so dafs sie all- 
mdlikch absterhen mufs; dam aber iiberlagern sicJi den genmnten nocli anderc 
geddmpfte Schwingimgen, die unter Vorausseimng einer mmlich unnacji- 
giebigen Unterlage {h' >N^jA^) wesetitlich libhere SckwingungsmM haben. 
Andrerseits sind, solange wir von der anregenden Wirkung des Kreisels 
auf die ynterlage abseben, die naturlicben Scbwingungen der TJnter- 
lage gedampfte Schwingungen von sebr grower Scbwiiigungszabl. Burch 
die MvtwirJcung des Kreisds wird Hire Schwingmgsmhl sowie. Hire 
Bdmpfung ebenfalls ekvas ahgemdcri und es uberlagern sich diesen 
Sdminguym noch Vibrati&nen von geringerer SchwingungsmM, dermz 

renode in der Mhe der noMlrlkhen Schwingtmgsperiode der Kreisel- 
axe liegt. 

Es mt ieicbt emzuseben, dafs die langsamere der beiden Scbwingungen 
die der Eigenschwingung der Kreiselaxe nabeiiegt, in der Bewegrmg des 
reisels deutlicber zum Ausdrack kommen wird, wie in der 
der Unterlap und dafs umgekebrt die scbnellere Scbwingung, die^’wir 
mit der Eigenschwingung der Unterlage verglicben batten, in den 
c wankungen der Unterlage starker ausgepr%t sein wird, wie in 
^nen des Kreisels. In der That zeigt ffl. (20), dafs fiir unser erstes 
urzelpaar A-Aj oder fiir welches Hein ist, 

^ dagegen fiir das zweite Paar ;i == 

0 er _ fur welches h' x h! , wie man leicbt nacbrecbnet, 
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gleich {IV 1st, a gleich BJv wird, also grofser als D sein muTs. 
Jedes unserer beiden Sifsteme, Krdsel und Unterlage, schmngt in der- 
jemgen Periode starker, die ihm die naiiirlicliGre ist. 

In der Beobaclitung macht sicli namentlicli der Umstand geltend 
dais die Scliwingungen des mit der Unterlage gekoppelten Kreisels 
gedampfte Schwingungen sind. Er zeigt sicli darin, dais die Meinen 
Scliwankungen der psendoregularen Pracession bald absterben nnd dafs 
die stationare Bewegung der reinen regnlai-en Pracession (Z==0, 0==O 
oder in nnseren friiberen Koordinaten geschrieben ^==^o; ^~'d’o) Ills 
EndzuBtand angestrebt wird. Wir saben iibrigens fruber, dafs aucb 
andere dissipative Einfliisse (Reibung iin Stiitzpmikte) in abnlicber 
"Weise anf eine Abnabme der Nutationen und anf eine Vereinfacbung 
des Bewegungsvorganges binwirkten. JedenfaUs aber kommt dem Mit- 
scbwingen der Unterlage in dem nunmebr erlauterten Sinne bei dieser 
Erscbeinnng eine wesentlicbe RoUe zu. 

§ 10. Anhang. Einflurs der Reibniig anf den in der Horizontal- 
ebene spielenden Kreisel. 

In dem Anbange zum vorigen Kapitel baben wir die Bewegung 
des auf der Horizontalebene frei beweglicben Kreisels unter Absebung 
von der Reibung bebandelt. Indessen mufsten wir zum Scblufs jenes 
Anhanges darauf hinweisen, dafs die wirklicb zu beobacbtenden Be- 
wegungen mit der dort gefundenen nur eine entfernte Abnlicbkeit baben. 
Der Grund liegt natiirlicb darin, dafs die Reibung, die wir dort ver- 
iiaciilaBsigt batten, nicbt eigentlicli eine sekundare korrigierende Be- 
deutung bat, sondem dafs sie, man mag die Unterlage nocb so glatt 
herstellen wie man wolle (Spiegelglasscbeibe) , fiir den Cbarakter der 
Babnkurve in erster Linie mafsgebend ist. 

Da sieb nun die Babnkurve des borizontal beweglicben Ereisels 
besonders gut beobachten lafst (s. u.), da sie ferner wegen ihrer gesetz- 
mafsigen nnd scbonen Gestalt ein besonderes Interesse beansprucben 
darf, so miissen wir wiinschen, unsere friiberen Betracbtungen durcb 
BeriickBichtigung der Reibung soweit zu vervollstandigen, dafs sie zur 
allgemoinoii Erkllirung der wirklicben Erscbeinungen geeignet werden. 
Allerdings werden wir bierbei von quantitativen Berecbnungen im Smne 
von § 4 und 5 dieses Kapitels abseben und den Einfliifs der Reibung 
nur qualitativ dinkutieren; ferner werden wir von einer emeuten Dis- 
kuBsion des Luftwiderstandes etc. abseben, da dieser neben der gleitenden 
Reibung an Wichtigkeit zuriicktritt. 


Aucb von dem jetzigen Problem gilt die Bemerkung, die wii* 
friiber fiir die Reibungswirkungen iiberbaupt gemacbt baben: dafs 
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scheinbar germgfiigige Nebenumstiinde den Gbarakter , der Bewegmjg 
stark beeinflussen konnen. So ist es durcbaus mcbt gleicligfiltig, ob 
z. B. die auf der Unterlalge gleitende Spitze mebr oder minder zu~ 
gescharft ist, ob die Unterlage grofsere oder geringere Unebenbeiten 
hat ugd Ihnliches. Besoiiders deutlich tritt die Wirkung soldier Ver- 
haltnisse bei einer Erscheinung hervor, die wir bei Benutzung einer 
Stahlspitze oft zu beobachten Grelegenheit batten und die wir als den 
Vorgang des „Emwurzebis" bezeicbnen mocbten: Die Kreiselspitze 
gerat in irgend eine fur das blofse Augo kanm erkennbare Vertiefung 
der Unterlage, in der sie weiterbin festgebalten wird; der Kreisei spielt 
nicbt mebr auf der borizontalen Ebene, sondern wird durcb eine Art 
unsicbtbarer Pfanne gezwungen, sicb urn einen festen Punkt wie bei 
unserem urspriinglicben Kreiselproblem zu dreben. Warm nnd wie 
dieses Einwurzeln stattbat, iafst sicb im Yorans nicbt bestimmen. Kur 
soviel ist a priori Mar und wnd durcb die Beobacbtung bestatigt, 
dafs eine zugescbarfte Spitze sicb leicbter einbobrt, wie eine ab- 
gerundete, die fiber vorbandene Yertiefungen der Unterlage by. bin- 
weggleitet, dafs eine raube und weiche Unterlage (Papier und be- 
sonders Pappe) fiir die gedacbte Wirkung giinstiger ist, wie eine barte 
und glatte Unterlage (Grlasscbeibe), ja dafi eine berufste Grlasscbeibe, auf 
deren Oberflacbe der Kreisei selbst durcb Zusammeubaufung des Rufses 
Unebenbeiten herstellt, wieder giinstiger ist wie eine unberufste Scheibe, 
dais femer bei nabezu aufrecbter Stellung von Figuren- und Drebaxe 
ein Einwurzeln baufiger stattfindet wie bei starker geneigter Axe, weil 
im ersten Falle die zur Hemmung des Auflagepunktes erforderlicben 
Seitenkrafte Meiner sind und daber leicbter von der Unterlage ber- 
gegeben werden konnen, wie im letzteren Fal].e, dafs endlicb diese imd 
andere Unregeimafsigkeiten in der Bewegung um so leicbter eintreteii 
konnen, je kleiner die Abmessungen und die Massen dos Kreisels sind, 
je kleiner der urspriinglicb erteilte Impuls war oder je mebr- derselb© 
im Laufe der Bewegung abgenommen hat. Im Folgenden werden wir 
diese Erscbeinnng des Einwurzelns, fiber die sicb tbeoretiseb niclit viei 
sagen Iafst, ausscbbefsenj wir setzen also eine biareicbend abgerandete 
Spitze auf buireicbend ebener und regelmlifsiger Unterlage voraus. 

Wir wollen nun den allgemeinen Bewegungsveriauf scbildern, wie 
er nnter dieser Einscbrankung beobacbtet wird. Da fiillt aunacbst, 
im Gregensatz zu den Ergebnissen unserer frtilieren reibungsfreien Be- 
tracbtungen, ins Auge, dafs die Horizontalprojektion des Scbwerpuiiktes 
sicb nicbt, wie friiber bebauptet wurde, auf gerader Linie mit konstanter 
Greschwindigkeit bewegt (entsprecbend einer dem Scbwerpunkt anfanglich 
erteilten borizontalen Greschwindigkeit), bez. dafs (bei der anfanglichen 
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liorizontalen Scliwerpiinkisgeschwindigkeit Ntill) der Schwerpunkt niclit 
auf einer festen Vertikalen 'bleibk sbndem dafs er vielmehr kreisfdrmige 
Baknen besckreibt; die nngefabr der Babn des Stiitzpunktes auf der Unter- 
lage folgen. Es falit ferner ins Auge, dafs die Babn des Stiitzp-unkteS; 
die wir fruber als Itreis mit anfgesetzten Zacken bescbrieben, im Mittel 
nicbt einen kongtanten Radius bat/ sondern dafs sicb ibr Radius in 
der Regel verkleinert^ unter Umstanden, namentlicb gegen Ende der 
Bewegung, allerdings sicb gelegentlicb aucb erweitert. Die Bdhnkurve 
des StuUpunlctes und ehenso die des Schwerpunktes ist also jetzt als eine 
meist sicb verengende SpiralUnie zu bescbreiben. Die einzebien Win- 
dungen der SpiraUinie legen sicb in der Regel nicbt iueinander, 
sondern mebr oder weniger nebeneinander, was auf die Deutbcbkeit 
der entgtebenden Eigur sebr gtinstig wirkt. Die SpiraUinie ersebeint 
daber in einer gewissen Richtung seitlicb auseinandergezogen. Man 
konnte in dieser Erscbeinung die Edge euier dem Scbwerpuiikt 
urspriinglicb erteilten Anfangsgescbwindigkeit erblicken wollen; in- 
dessen lebrt die Beobaobtung in unzlveideutiger Weise, dafs es sicb 
bierbei ledigUcb um die Wirkung geringer Neigungen und Unregel- 
mafsigkeiten der Unterlage bandelt. In der That konnten wir durcb 
absicbtliches Scbiefstellen der Dnterlage eine beliebig starke Aus- 
einanderziebung der SpiraUinie bewirken; die Richtung, in der die 
Windungen der Spirale fortsobreiten, faUt dabei nicbt mit der Ricbtung 
grbfster Neigung auf der Dnterlage zusammen, sondern weicbt verm5ge 
der Kreiselwirkung in bestimmteni Sinne yon jenex ab. HinsicbtHch 
der Winkelgescbwindigkeit, mit welcber die aufeinander folgenden 
Kreise der Babnkurve dureblaufen werden, der „Pracessionsgescbwin- 
digkeit", lebrt die Bepbacbtung in unzweideutiger Weise, dafs diese im 
VerlaTif der Bewegung etwas zunimmt, dafs wir es also mit einer etwas 
bescbleunigten Pracession zu tbun haben. EndHcb wollen wir nocb 
als ein aUgera ernes Ergebnis der Beobaobtung® erwahnen, dafs die JSTu- 
tationen der Kreiselaxe, welcbe zu den .A uszackungen der Babnkurve 
des Stiitzpunktes Anlafs geben und dadurch vie! zu dem eigenartig 
iuteressanten Eindrack dieser Kurve beitragen, bei den Experimenten 
ibrer Grofse nach immer sebr gering sind, so dafs sie den gleich- 
mafsigen Verlauf der Babnkurve nur unwesentlieb unterbrecben. Wab- 
rend wir also im vorigen Kapitel auf die Nutationen der Kreiselaxe 
besonderen Wert legten und sie durcb trigonometriscbe Eunktionen 
anuaberten (bei strengerer Recbnung waren sie durcb elbptiscbe oder 
gar bypereUiptiscbe Integrale darzusteUen), werden wir jetzt bei Be- 
spreobung der Beobacbtungen von diesen ISfutationen uberMnpt ab- 
seben. 

Klein-SomineisfeltJ, Ifmsel-bewegiJiig. HI. Anil. 
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Zum Beleg fiir die Torstehende ScMderung der za beobacliteiiden 
Vorgange geben wir in den nacbstebenden Figuren zwei Beispiele von 
Bahnkurven des Stiitzpunktes zweier verschiedener Kreisel, welcbe beide 



Fig. 91. 



selbstthatig aufgezeiebnet und alsdann photograpbiscb reproduziert 
wurden, so dafs sie als nnmittelbare Beobacbtungsdoknmente gelten 
konnen. 

Die erste derselben wurde ims von Lord Kelvin gutigst zur Ver- 
fiigung gestellt. Er liefs sie entsteben, indem er auf dem Zeichenpapier 
sinen Kreisel spielen liefs der nacli imten bin in einen Bleistift 
auslief. Wir seben bier die allmahlicbe Verengernng der Babn des 
Stiitzpnnktes, wie sie oben bescbrieben wurde. Die einzelnen Windungen 
der spiraligen Babnkurve legen sicb in der Pigur von links naeh rechta 
neben einander. Die Verldeinerung des Kriimmungsradius der Bahn 
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halt in diesem Beispiele his zum Schlusse an, wo der Impnls hereits 
stark geschwacht ist nnd die Linienfiihrung der Bahn etwas unsicher 
und unregelmaXsig wird. Die KurYe lauft schliefslich in einige ge- 
setzlose Zacken aus, die dem XJmfallen des Ereisels entsprechen. tber 
eine geeignete Herstellungsweise solcher selbstregistrierender Kreisel 
beriohtet C. Barns*). 

Wir selbst fanden es beim Studinm dieser Erseheinnngen beqnem, 
eine berufste Spiegelglasplatte als Unterlage zu benntzen, anf der sieh 
die Spur des Kreisels deutlich markiert, oder, wo wir eine starkere 
Reibungswirkung wiinschten, beruTstes Schreibpapier. Als Kreisel dienten 
uns einige kleine, ziemlich leichte Ubrradchen mit Axe (Abstand des 
Radmittelpunktes vom Stiitzpunkt ca. 1 cm, Durchmesser des Radchens 
5 cm, Grewicht 15 gr, die stahlerne Auflagespitze bei den Tersebiedenen 
Bxemplaren mehr Oder minder zugescharft). Von einem solchen Kreisel 
ist nnsere zweite Figur anf einer berufsten Glasplatte anfgezeichnet; die 
hier gegebene Reproduktion ist das Negative des Originals, bei dem 
sieh die Bahnknrye als helle Linie auf dem dunkehi Onmde des Rufses 
abhebt. Unsere zweite Figur zeigt dentlichere Nutationen wie die 
erste, im Ubrigen lafst sie wieder die Spiralform der BahaikurYe und 
eine gewisse Seitenverschiebung erkennen, die namentlich gegen Ende 
der Bewegung. als ein schon ziemlich unregelmafsiger Auslauf in die 
Augen faUt, 

N^aohdem wir uns in solcher Weise durch das Experiment ror- 
urteilslos orientiert haben, gehen wir nun an die theoretische Er- 
klarung des Beobachteten. 

Bntsprechend der durch die Beobachtung festgestellten Grering- 
fUgigkeit der dSTutationen werden wir liber den Charakter der Bewegung 
die Yereinfachende Annahme machen, dafs dieser in jedem Augenblick 
als prdcessions-ahnlich angesehen werden kann. Unter einer regularen 
Pracesaion soil dabei jetzt eine Bewegung Terstanden werden, bei der 
die Figurenaxe unter einem konstanten Winkel ■9’ gegen die Vertikale 
geneigt ist und bei der sowohl der Schwerpunkt wie der Stdtzpunkt 
des Kreisels je einen Kreis mit konstanter Geschwindigkeit um die- 
selbe vertikale Gerade beschreiben. Pracessions-aimlich wird eine Be- 
wegung entsprecbend dann heifsen, wenn der Neigungswinkel -O’ nur 
langsam reran derlich ist und wenn die Bahnen von Stiitzpunkt nnd 
Schwerpunkt nahezu kreisformige und nahezu gleichformig durchlaufene 
Spiralen werden. 

Hinsichtlich der Gestalt des Kreisels an der Unterstutzungsstelle 

*) Science, September 1896. 
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(2) 

ist also positw bei positivem N. Sicherlieli wird der Sinn der 
Pracessionsbeweguug durch. die Reibung niclit umgekehrt werden 
konnen. Hierdurcb ist die der Babn von 0 in Fig. 93 beigegebene 



Pfeilricbtung gerecbtfertigt. Dieselbe Pfeilrichtnng kommt ersichtlich 
auch der Scbwerpunktsbabn zu. Wir werden aber auck die Qrdfse 
der m (2) genannten Pracessionsgeschwindigkeit auf den vorliegenden 
M dbertragen ddrfeu; da die Reibung auf dieselbe nur einen in- 
direkten Einflufs (durch Verkleinerung von JV) hat. 

Die oben emgefuhrteii Gesehwiadigkeiten i; rmd F sind ietzt mch 
Bichtuug nnd Gro&e leioht angebbar. v hat die Bichtung der an die 
Bahn Ton 0 un Pnnkte P gelegten Tangonte nnd ist in nnserer Figor 
Ton P ans nach hmten geriohtet. F liegt ungefahr sentrecht znr 
igaren^e und ist bei dem festgesetzten positiven Botationssiun in 
unserer Pignr naeh vome gerichtet. Der Grdfee nach ist, wenn r den 
Radius der Babn von 0 bedeutet, ^ 

( 3 ) = 

Pemer folgt aus dem Eigenimpnls N die Grofse der Eotation um die 

r ^™g>‘«*™<>B>t>nt um die Figurenane) nnd 
■uieraus nach obigem angenahert: 

r-p8in»A. 
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Die Schwerpunktsgesciiwmdigkeiti ist gleich, und.iiat nacli den Grl. (2) 
imd (6) die Grolse . 

Soil dieselbe abnehmen, so mufs N abnebmen. Zu dem gleichen 
Uesultat werden wir offenbar gefubi-t, weim wir aimehmeii, dais die 
Arbeitsverlnste auf Kosten der lebendigen Kraft der Drebbewegung 
Tor sicb geben. Denn der Hauptbestandteil dieser lebendigen Kraft 
ist wie bekannt N^j2C, Wdhrend also der Eigenimpuls N in erster 
Ndherung Icomtant lileiht^ mufs er in swelter Ndherung langsani ab- 
nelimen. 

Die allmabliche Verminderung von N bedingt aber weiter, dafs 
sicb die Pracessionsgescbwindigkeit nacb Grl. (2) bescbleunigt und 
ferner nacb Gl. (6), dafs sicb der Radius des Scbwerpunktskreises ver- 
ringert. Hierans folgt nacb Gi. (1), dafs aucb der Radius des vom 
Statzpunkte besckriebenen Kreises abnebmen mufs^ der iibrigens in 
geringerem Grade aucb durcb das Aufricbten der Figurenaxe (Yer- 
kleinerung des Winkels ff) verkleinert wird. Diese Ergebnisse stimmen, 
wie man siebt, mit den vorangestellten Resultaten der Beobacbtung 
liberein. 

Wir fassen unsere Betracbtungen wie folgt ziisammen: Im FalleV) 
[F > oder besser V grofe gegen y] Iduft der Schwerpunhf auf einem 
Kreise, dessen Madius sicJi alhndhlich verJcleinert, also genauer gesagt, 
auf einer sich verengernden Spirals , und ^war mit abnehmender Ge- 
schwindiglieit. Fas (Jleklic gilt von dem SiMzpunkte P oder dem Haib- 
kugelmiitelpunlde 0. Fie .Figurena've , die ursprilnglich unter dem Winhel 
& tvindscMef an der vertikalen Miitellinie des Schwerpunldshreises vorhei- 
geht, richtet sich im Verlauf der Beivegung durch dm Finfl/ufs der Peihung 
immer mehr auf 

Wir wollen in abnlicber Weise den Fall 3) v '>V diskutiercn. 
Hier ist die Gescbwindigkeit v fiir den Sinn des Gleitens mafsgebend; 
unter den Yerbaltnissen unserer Fig. 94, wo v im Punkte P nacb 
binten gericbtet ist, wird der Reibungswiderstand PF nacb vom ge- 
ricbtet sein. Halten wir an unserer Annabme fest, dafs der Scbwer- 
punkt sicb nabezu gleicbfdrmig auf einem Kreise bewegt, so mufs 
seine Zentripetalbescbleiiniguug wieder nacb Ricbtung und Grdfse gleicb 
W/M sein. Die Zentripetalbescbleunigung mufs also in Fig. 94 ebenso 
wie W nacb vorn gericbtet sein, d. b. 8 mufs sicb auf dem binteren 
Halbbogen des Scliwerpunktskreises befinden. Fer SchwerpunM eilt 
jetist dem Stutupunkt im Sinne der Fewegung etivas voi^atis. Die Figuren- 
axe gebt abermals an der durcb den Mittelpunkt des Scbwerpunkts- 
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kreises gelegten Vertikalen windseliief vorbei. Dagegen koimen wir 
nicbt mebr wie im Faile 1) behaiipten, dafs IF naliezu senkrecbt zur 

Figurenaxe stebt; es ist des- 
/ balb in Fig. 94 die in die 
Horizontalebene projizierte 
Figurenaxe nicbt wie Torber 
als Tangente sondern als 
Sekante an den Scbwer- 
pnnktskreis gelegt. Fur die 
Grofse des Scbwerpunkts- 
kreises gilt wie yorber die 
Forniel (6). 

Es bandelt sicb ferner 
um den Einflufs der Reibung 
auf die Drebbewegung. Hier 
liegen die Verbaitnisse dem 
Sinne nacb umgekebrt wie 
im Faile 1). Da der Reibungs- 
widerstand in unserer Figur 
nacb vorne gerichtet jst, 
giebt er im Scbwerpunkte 
cin Moment, dessen repra- 
sentierender Vektor schrag 
nacb unten verlauft. Der Impuls-Endpunkt wird also durcb die Reibiings- 
wirkung jetzt nacb unten abgelenkt. JDer Impulsveltor und (bei Hinzu- 
nabme der Uberlegung von pag. 655) mwh die Figurenaxe warden sick senlmn. 

_ Um aucb bier die Arbeitsyerbaitnisse zu beriicksichtigen, bemerken 
wir, dafs durcb die Senkung der Figurenaxe Arbeit gewonnen, dafs da- 
gegen durcb den Reibungswiderstand dauemd Arbeit yerbraucbt wird. 
Wabrscbeinlich wird die letztere Ai-beiisgrofse iiberwiegen, sodafs im 
oranzen die lebendige Kraft und insbesondere der Eigenimpuls weiter 
abmmmt. Wir saben oben, dais hieraus eine Verkleiiierung des Scbwer- 
punktskreises und weiterhin eine Verkleinerung der Babn des Stiitz- 
punktes folgen wiifde. Andrerseits wurcle die zunebmencle Neigung der 
iugurenaxe bei ungeandert bleibeiider Scbwerpuiiktsbahii eine Yer- 
^'ofserung der Babn des Stdtzpunktes bedingen. Welober von beiden 
Umstanden mebr Emfliiis auf die Grofse der Babn des Stiitzpunktes 
baben wird, . iafst sicb aligemein nicbt eiitscbeiden. Tbatsacblicb be- 
obacbtet man gegen Ende der Bewegnng bei gescbwacbtem Eigen- 

nnpuls AT eine Emeiterung, zuweiien eine Yerengerung der 

Babn des Stiitzpunktes. e g 
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Als haiUptsacliliclies Ergebnis diesor allerdings soiir luisicliereii 
Betracbtung ist zu betonen: Die Figur&tiaxe miifs sich im Falls 3) 
senk&n. Hiorb©! kEun es nicht ausbleibon^ daPs dar Ersisol scbiiofslicb 
mit seinen obereii Partien die Unterlage beriilirt und naeb einigen un- 
regelmafsigen Auslaufsbewegungen znr Rube kommt. 

Hiusicbtlicb des Grrenzfalles 2) ^; == P wolleu wix uus kurz fasseu. 
Dieser kann sicb nur vorubergebend und, da wir die den Fall defi- 
nierende (xleiebung als Bedingung sowobl far die Grofse wie fiir die 
Ricbtung der Gescbwindigkeiten v und Y auffassen wollten, nur unter 
besonderen Umstanden einstellen. Da in diesem Grenzfalle der Stiitz- 
punkt an der Unterlage iiberbaupt nicbt gleitet, so ist die eventueil 
vorbandene Reibung als eine Reibung der Rube (vgl. § 2) zu bezeicbnen. 
Man bat alsdann nacb Coulomb TU ^ (Iq wo den Reibungskoetfi- 
zienten der Rube bedeutet, Insbesondere ist es moglicb, dafs die 
rubende Reibung gleicb Null wird, wenn namlicb der Scbwerpunkt, 
dessen Bescbleunigung aucb jetzt nacb Ricbtung und Grrdfse, gleicb 
W/M sein mufs, in Rube ist, wenn also der Scbwerpunktskreis sicb 
auf einen Punkt zusammengezogen bat. In diesem FaUe ist es denk- 
bar, dafs der Kreisel seine Pracession ausfubrt, genau so wie auf einer 
idealen glatten Ebene, die wir im Anbange zu Kapitel VI voraussetzten, 
dafs also die Figurenaxe weder steigt nocb fallt. Eine solcbe Be- 
wegung konute sogar beliebig lange andauern, wenn nicbt andere bier- 
bei aufser Betracbt gelassene Einfliisse (rollende Reibung, Luftwider- 
stand) die Bedingungen des Falles 2) storen und den Ubergang zu dem 
Pall 3) bedingen wurden. 

Die Uuterscbeidung der vorangestellten drei Piille V'>v, 7=?;, V<Cv 
baben wir einer Note von Archibald Smith*) entnommen, in welcber 
iiberdies narnentlicb der Einflufs der besonderen Form des Aufiager- 
endes diskutiert wird, Um unsere friiberen Reibungsbetracbtungen in 
diese Fallnnterscheidung einzuordnen, bemerken wir, dafs beim Kreisel 
mit festgebaltenem Punkte 0 naturlicb v = 0 ist. Hier befinden wir 
uns also notwendig unter der Bedingung des Falles 1). Dementsprecbend 
fanden wir friiber, dafs vormdge der gleitenden Reibung die Figurenaxe 
des Kreisels mit festem Punkte sicb allemal aufricbten miisse. Eine 
Behandlung des vorliegenden Reibungsproblems findet sicb, soweit es 
die Drehung des Kreisels um seinen Scbwerpunkt angebt, aucb in dem 
bekannten Buebe von Jellett**), jedoch mit dem Untersobiede, dafs 

*) Note on the theory of the spinning top. Cambridge Mathematical Journal 
Vol. 1 (1846) pag. 47. 

’^) Theorie der Eeibnng, deutsch von Luroth and Schepp. Leipzig 1890, 
Kapitel 8, pag. 198. 
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hier die Riclitiaig des Gleitens allein nack der Gresckwindigkeit V 
■beiirteilt uad das Vorhaadensem der Geschwiadigteit v tikersekea wird. 
ladem also Jellet gewissermafsea die Gesckwiadigkeit v gleick Nall 
setzt, kefiadet er sick gleickfalls aater der Bediaguag des Palles 1) 
uad zeigt demeatspreckead darck Reckaaagea, die unserer okigen 
qualitativen tfberleguag als Stiitze dieaea koaaen, dafs die PigureaaTO 
sick aufricktea muase. Nimmt maa aadrerseits aa, dafs der Kreisel 
nack imtea kia ia eme . aksolat sckarfe koaiscke Spitze auslaaft, so 
wird der Stutzpuakt eia Pankt. der Pigareaaxe, aaailick ekea, diese 
Spitze seiat alsdaaa ist kei reiner Rotatioa am die Figureaaxe F=^ 0 
uad wir kefiadea uas stets im Falle 3). lafolgedessea wilrde kei 
absolut zugescharffcer Aaflagestelle die Pigareaaxe aater allea Urn- 
staadea darck die Reikaag geseakt werdea. 

ike kier gegebeae Bekaiidluag ist sowokl aack tkeoretiscker wie 
aack experimeateUer Seite kia reicklick aaYollstaadig. So kakea wir 
es aack tkeoretiscker Seite ttberkaapt vermiedea, die mit Reikaags- 
gliedera bekaftetea Differeatialgleickaagea der Bewegaag aafzusckreikea, 
weil wir uas bei der Uasickerkeit der pkysikaksckea Gruadlagea keiaea 
der Miike eatspreckeadea Natzea ftir das Yerstaadais ,des wirklick Be- 
obacktetea aas eiagekeaderea aaalytisckea Entwickeluagea versprackea. 
Nack experimeateUer Seite kakea wir aas mit der Aufzeickauag der 
Bakakurve begaiigt, welohe der TJatelrstutzuagspuakt aaf der Uater- 
lage beschreibt, dagegea kakea wir genaaere Messuagea iiber die zu 
jeder Bakakurve gekbrige Impulsgrofse, iiker die Abkaagigkeit der 
Beweguag you dea Aafaugskediaguagea, voa der Form der Aaflage- 
flacke etc. unterlassea miissea. Bas letztere Versaumais sckeiat aas 
im, vorliegeadea Falle sckwerer zu wiegea, wie das erstere^ wie wir 
deim aUgemeia wiederkoleatlick betoaea mbcktea, dafs das Yerstaadais 
der wirklicken Beweguagsvorgange, sofera dakei Reikungseiaflusse 
Yorkerrsckead siad^ miadestens ekeaso sekr durck Beokacktaag wie 
durck Reckaung zu fordera ist. 


Kapitel VIII 

Anwentogen der Kreiseltleorie. 

Absehnitt A. Astronomisclie Anwendungen. 

§ 1. Die Praoession der Erdaxe, im Anschlufs an eine Idee von 

GrauTs toehandelt. 

Entsprechend der dominierenden Stellimg, welclie die astrono- 
nomischen Anwendungen in der alteren matlematisclien Litteratur 
einnelimen, ist das Problem der Rotationserscbeinungen des Erdkorpers 
von hervorragendem EinHufs anf die Intwickelung der Kreiseltbeorie 
iiberbaupt gewesen, wie sicb unter Anderem in der aucb von uns iiber- 
nommenen Nomenclatur: regulare Praoession, Nutation, Knotenlinie 
erweist. East die samtlicben Namen der matbematiscben Klassiker, 
alien voran Newton, dann Euler, d’Alembert, Laplace, Lagrange, 
Poisson, flnden wir mit der Gescbicbte dieses Problems verkniipft. 

Die Tbeorie der astronomischen Praoession ist sebr einfacb, wenn 
man sich auf eine erste Annaberung bescbrankt, sebr kompliziert, wenn 
man eine erscbopfende Bebandlung anstrebt. Der letztere Standpunkt 
wird in den Lebrbucbern der Astronomie*) eingenommen, auf den 
ersteren miissen wir uns im wesentlicben stellen. Lediglich um dem 
nicbt- astronomischen Leser einen Einbiick in die miibsamen und be- 
wundemswert gritndlichen Metboden der Astronomie zu verscbafPen, 
woUen wir zum Scblufs dieses Abschnittes einige Resultate der ge- 
naueren Tbeorie hersetzen. 

Die Schwierigkeit wacbst ganz auXserordentlicb, wenn wir den 
Boden der abstrakten Dynamik verlassen und den Erdkorper nicbt 
mebr als absolut stan* anseben. Die Diskussionen, die dami auftreten, 
sind beute nocb keineswegs abgescblosseu. Wir werden diese Dinge 
fiir den folgenden Abscbnitt aufsparen und zunacbst an der Annahme 
der Starrheit festbalten, 

Wir bezieheu rms im Folgenden auf Tisserand, Mecauique celeste, 1. 11, 
Chap. 22 — 27. In § 194, pag. 442 bericlitet Tisserand iiber die Geschicbte des 
Problems und den Anteil der oben genannten Klassiker an seiner Erforschxmg. 
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Die Methode, der wir uns bedienen werden, ist einem von (janrs 
angegebenen Verfahren zur Berocbnung der sakularen Storungen der 
Planetenbahnen nacbgebildet. Si© bat den Vorzug grofser Anscliaulich- 
keit und liefert die einzelnen Bestandteile der Losnng scbrittweise nacli 
der Eeihenfolge ibrer Wiebtigkeit. Auf das vorliegende Problem scbeint 
sie bisber nicbt angewandt zn sein. Gaufs seibst leitet seine Metbode 
durcb die Bemerkung ein, dafs „die Sakularverandenmgen einer Planeten- 
bahn durcb die Stoning eines anderen Planeten dieselben sind, der 
stdrende Planet mag seine elliptiscbe Babn nacb Keplers Gesetzen 
wirklieb bescbreiben, oder seine Masse mag auf den Umfang der 
Elbpse in dem Mafse verteilt angenommen werden, dafs ..auf Stiicke 
der Ellipse, die sonst in gleich grofsen Zeiteii besobrieben werden, 
gleicb grofse Anteile an der ganzen Masse kommen". 

Diesen Gedanken wollen wir uns zn eigen macben und erweitern: 
Wir wollen nicbt nur die Masse des storenden, sonderii spater (§ 2) 
aucb die des gestorten Korpers, wo dieses wunscbenswert ist, langs 
seiner Babn verteilen, die wir dann als starren Ring bebandeln, und 
werden nicbt nur die sakularen, sondern aucb, bei Zugrundelegung einer 
anderen Massenverteilung, die periodiscbeii Storungen (§ 3) zu linden 
lernen. 

So wie Gaufs seine Metbode auseinandergesetzt bat, dient sie zur 
genatien Bestimmung der sakularen Storungen (wenigstens derjenigen 
erster Ordnung). Indem wir auf die von Gaufs beabsicbtigte Ge- 
nauigkeit verzicbten, werden wir sie dadurcb vereinfacben, dafs wir 
zunachst von der Excentricitat der Babn, d, b. bier der Sonnen- und 
Mondbabu abseben, diese also als kreisformig voraussetzen. Damit 
fallt aber zugleiob die in dem Gaufsiscben Citat vorgesehene TJngleich- 
fdrmigkeit der Massenverteilung fort, welcbe ja der ungleicbformigen 
Bewegung auf der Ellipse entsprecben sollte, und, macbt einer gleicb' 
formigen Verteilung auf der Kreisperipberie Plafcz. 

Der wicbtigste Teil der Rotationserseheinangen der Erde ist die 
Frdcessionshewegung. Die kinematiscben Verbaltnisse derselben sind 
uns im Groben scbon von friiber her (pag. 50) bekannt; Die Erdaxe 
bildet mit der Kormalen zur Skb'ptik einen Winkei von (ge- 

naner zur Zeit 23® 27' 10" welcbe Zabl aber iangsam um ± 3® veranderlich 
ist) und drebt sich unter diesem Winkei um die besagte Normal© in 
ca. 26 000 Jabreu einmal herum. Zusaramen mit der taglichen Um- 
drebung der Erde stellt diese Axenbewegung eine regulare Pracession 

*) Determinatio attracfcionis etc., Ges. W. Bd. 3, pag. 331 und 357. Es ist 
dies dieselbe Abhandlung, welche die einzige direkte Mitteilung von Gaufs iiber 
seme Tbeorie der elliptischen Integrale enthalt. 
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im Miheren Siniie dar u. zw. eine retrograde: Betrachten wir 
den Vorgang von derjenigen Seite der Ekliptik ans, nach weiclier der 
ISfordpol der Erde kinweist, so findet 
die Dreknng der Erde um ikre Fignren- 
axe entgegen dem Sinne des Uhrzeigers, 
die Drelinng der Erdaxe um die Normale 
der Ekliptik im Sinne des Uhrzeigers 
statt (s. die nebenstehende Fig\u’; die 
drei Pfeile, welcbe bez. der Figurenaxe 
der Erde F, der Normalen N und der 
Ebeiie F der Ekliptik beigegeben sind, 
deuten die Ricbtung der Erdrotation, der 
Pracession der Erdaxe und der scbein- 
baren Sonnenbewegung an); der scbmale 
Polhodiekegel, dessen Grofse pag. 50 ermittelt wurde/roUt im Imiern des 
Herpolhodiekegels ab (vgl. Fig. 8 von pag. 52 sowie Pig. 100 a). 

Diese Verbaltnisse ebeiiso wie die Zahl 26000 sind der Beobachtung 
natiirlicb niebt direkt zuganglich. Letztere beziebt sicb vielmehr auf 
die Scbnittpunkte der Ekliptik mit der Iquatorebene, welcbe be- 
kanntlicb FrUhlings- und Berhst- Aquinoldialpunlde (Tag- und Nacht- 
gleichm-FunJcte) heidsen und deren Verbindungsgerade die Knotenlinie K 
ist. Aus der Pracessionsbewegung der Erdaxe folgt nun, dais sicb 
aueli diese Punkte im Sinne des Ubrzeigers, d. h. entgegen dem Sinne 
der scbeinbaren Sonnenbewegung uiu die Normale der Ekliptik berum- 
bewegen und zwar, wie die Beobacbtung zeigt, in jedem Jahre um den 
Betrag von ca. 50'^* . Hieraus berechnet sicb riickwarts die angegebene 
ungefabre Periode yon 26 000 Jabren. Es ist namlich die Zeit eines 
vollen Uraganges der Aquiuoktialpunkte, also aucb die Zeit, in der 
die Erdaxe die Normale der Ekliptik einmal umkreist, gleicb 

-^p = ca. 26 000 Jabren. 

Wir fragen nun, wie weit diese Erscheinung durcb die bisberige 
Theorie des scbweren symmetriscben Kreisels erklart werden kann. 
Dafs es sicb um nichts anderes, als eine Wirkung der allgemeinen 
Gravitation auf die am Aquator wiilstformig aufgetriebenc, rotierende 
Erdmasse bandelt, bat scboii Newton*) erkannt und damit einen der 
wicbtigsten mid bewundernswertesten Belege seiner Theorie geschaffen. 

Da die ins Spiel kommenden Anziebuiigskrafte nur von der gegen- 
seitigen Lage der Himmeiskorper abbangen, diirfen wir uns deu Scbwer- 

*) Philosophiae naturalis principia mathematica. 168 T. Tom. Ill, Prop. 
XXI, Theor. XYII 
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punkt der Erde ale fest und die iibrigen Himmelskorper relativ gegen 
die Erde bewegt denken. Von diesen werden wir nnr diejenigen Korper 
zii beriicksicbtigen brancben, welclie entweder durcb ibre tiberwiegende 
Grrofse o der durcb ibre geringe Entfernung von der Erde ausgezeicbiiet 
sind, d. b. nur die Sonne nnd den Mond Zur voUstandigen Bebandluiig 
der Rotationserscbeinnngen der Erde ware es erforderlicb, die wecbselnde 
Grofse der Anziebnngskraft infolge der wecbselndeii Entfernung beider 
Korper von der Erde und die wecbselnde Bicbtung der Kraft infolge 
des Portscbreitens der Korper auf ibren Babnen zii beriicksicbtigen; 
In dieser Allgemeinbeit werden wir auf das Problem im dritten Para- 
grapben zuriiokkommen. Wir werden uns dort das zeitlicb verander- 
licbe Potential der Sonnen- und Mondanziebung V(i) in eine trigono- 
raetrisobe Reibe naob der Zeit t entwickelt denken und die den einzebien 
Perioden des Sonnenumlaufs, des Kmlaufs der Mondknoten etc. ent- 
sprecbenden periodiscben Gllieder fiir sicb betracbten. Das konstante 
Grlied jener Reibe liefert im Besonderen die sdlculare Mnwirhmg von 
Sonne und Mond auf die Erde, welches als Folgeerscbeimmg die 
uns zunacbst interessierende Pracessionsbewegung der Erdaxe ergiebt. 
Indem wir an dieser Stelle auf jene allgemeinere Betracbtung nur hin- 
weisen, wollen wir ims nun des anscbaulicben Gaufsiscben Verfahreus 
bedienen; welches gerade den in Erage kominenden sakularen Teil aus 
der gesamten Anziebungswirkung aussondert. 

Wir denken uns also die Masse von Sonne und Mond auf ibren 
relativen Babnen gegen die Erde ausgebreitet, und zwar gleicb- 
formig ausgebreitet, da wir diese Babnen als Kreise voraussetzen 
wollten. Der Radius der Kreise entspricbt dem mittleren Erd- 
abstand von Sonne und Mond. Wir baben auf diese Weise statt der 
wirklicben' Sounen- und Mondanziebung die Anziebung eines unendlioh 
dtinnen „Sonnen- und Mondringes^' von gleichformiger Dichte zu imter- 
sucben; Ferner wollen wn* fiirs Erste von der Neigung der Mondbabn 
gegen die Ekliptik, welcbe bekanntlicb ungefabr 5*^ betragt, absebeii 
und uns den Mondriug in die Ebene des Sonnenringes bineingedrebt 
denken (s. Fig. 96, wo den fragbchen Rlagen die in der Astronomie 
tibbcbeu Zeioben fiir Sonne 0, Mond C iia-d Erde $ beigegeben 
sind). Aucb iiber die Bescbaffenbeit der Erde wollen wir rereinfacbende 
Annabmen macben. Wie verabredet setzen wir sie als starr und 
aufserdem als Rotationskorper um die Nord-Siidpol -Axe von den Triig- 
beitsmomenten C und A voraus, wobei wegen der Aufbaucbung am 
Aquator 0'>A ist. Fitr die Berecbnimg samtlicber Tragbeitswirkimgen 
kommt es nun auf die besondere Form der Erde in keiner Weise an; 
jeder andere Korper von denselben Tragbeitsmomenten 0, A, A an die 
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Stelle derErde gesetzt, wurde sich Mnsiclitlich aHer Tr%lieitgwirWeii 

bei der Rotation genau so verbalten wie die Erde, Aber meiir als 
das: Wir bebanpten, dafs es anch bei der Berecbnnng der Anziebimgs- 



wirkimgen von Sonne und Mond lediglich auf die Grofse der Tragheits- 
momente ankommt, sofern wir nns mit einer gewissen Nahernng 
begm’igen. 

Zum Beweise denlcen wir nns das Anziebnngs potential der wirklichen 
Erde auf einen iiufseren, hinreichend entfernten Punkt P, z. B. einen Pimkt 
des Sonnen- oder Mondringes bingescbrieben. Dasselbe bat die Form 

wo m ein Massenelement der Erde ist und die Summation 

sicb auf die ganze Erdmasse erstreckt. Hier wird man 1/r nacli Po- 
tem^en der Verbaltnisse X/r^, Y/r^, Zjr^ entwickein, .wobei iinter 
XI. Z die Koordinaten des Massenolementes m verstanden warden als 
Koordinaten-Ajuaiigspunkt der .Mitteipdnkt (Scbwerpunkt) der Erde 
gedacbt wird und den Abstand des Punktes P vom Erdmitteipunkte 
bedeutet. Diese Keihe konvergiert sebr scbnell^ weil die genamiten 
Verbaltnisse in unserem Falle bocbstens gleich dem Verbaltnis Erd- 
radius durcli Radius der Mondbabn sind. .Rian wird daber, wenn man 
keine grofse Genauigkeit anstrebtj die Reibe init den Gliedern nied- 
iigster Ordniing abbreehen. diirfen. Eie GKeder erster Ordnung ver- 
scbwinden bei der Summation Tiber die Erde, falls man als Koordinaten- 
anfaog den Scbwerpimkt gewablt hat. Die Glieder zweiter Ordnung 
weisen nacli Ausfulirung der Summation als Koeffizienten die Grofsen 
XmX'^, Xm XYf . . d. li. die Tragbeibsmomente und Tragbeitsprodukte 
i^oder Centrifugalmomente) der Erde auf. Lafst man insbesondere die 
Ivoordinatenaxen mit den Haiipttragbeitsaxen zusammenfaliei! , so redu- 
ziert sicb die ZaH der quadratisoben Glieder auf drei und ihre Koeffi- 

Kl« i Hi S om m erf eld, KraiBelbe'wegung. Ill Aufl. 41 
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zienten werden die dcei Hauptti^glieitsmonieiite. Daraus folgt aber, 
dafs in erster Annalierujig j d. b. bei Beriicksicbtigung lediglieb der 
Crlieder niedrigster Ordnimg, alle Eorper von gleicber Lage der Hanpt- 
axen und gleicber Grofse der Haupttragbeitsmomente sicb aucb bin- 
sicbtbcb der Grravitationswirkungen gleicb verbalten miissen. Wir 
konnen also aucb in dieser Hinsicbt fur die Erde einen beliebigen 
anderen K^rper substituieren, falls nur das TragbeitseUipsoid desselben 
mit dem der Erde identiscb isl . 

Pdr viele Zwecke iat es iiblicb und niitzlicb, sicb die Erde durcb 
ein ideales Rotatipnsellipsoid ersetzt zu denken. In unserem Falle isf 
aber eiae andere Wabl vorzuzieben: wir denken uns eine vollkouimene, 
bomogene Kugel, welcbe am Aquator mit einem gleicbformig mit 
Masse belegten Giirtel verseben ist. Es sei a das Tragbeitsmoment 
der Kugel fiir einen ibrer Durcbmesser und w die auf unserem Gurtel, 
dem „Erdringe", ausgebreitete Masse. Wir baben es nun so einzuricbten, 
dafs diese Kombination, Kugel und Ring, dieselben Haupttragheits- 
momente G und A besitze, wie die wirkbcbe Erde, urn in ibr einen 
fiir unsere Zwecke vollkommenen Ersatz der wirklichen Erde zu baben. 
Es ist aber das Tragbeitsmoment des Ringes urn die Nord-Siid-Axe 
gleicb wR*, das um eine aquatoriale Axe gleicb unter J? den 

Erdradius verstanden. Mithin baben wir zu bewirken, dafs 

mR^ 4- a == C, 

4" -+• a =* A 

A. 

wird; wir baben also zu wahlen: 

(1) ' m = a-2A-C. 

Weiter ist aus ' Bymmetrieriicksicbten klar, dafs die Kugel vom 
Tragbeitsmomente a bei der Berecbnung des Drehmomentes der an- 
ziebenden Wirkung von Sonnen- und Mondring nicbt in Erage kommt, 
dafs wir vielmebr nur den Erdring zu berilcksicbtigen baben. Eerner 
lebrt die mecbanisohe Anscbauung obne Weiteres, dafs Sonnen- und 
Mondring in gleicber Weise bestrebt sein werden, den Erdring in die 
Ebene der Ekliptik bineinzudreben. Die betr. Drebkraft bat die 
Knotenlinie zur Axe und wirkt, von derjenigen Seite der Knotenlinie 
geseben, welcbe den Fruhlings-Tag- und Nacbtgleicben-Punkt tragt, 
um diese Axe entgegen dem Sinne des Ubrzeigers, gerade so wie die 
Scbwerkraft bei einem symmetriscben Kreisel, dessen Scbwerpunkt 
unter dem Stdtzpunkie liegt. Wir wiinscben die Ghrofse dieser Dreb- 
kraft zu berecbnen. 
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1 Soanemiuges and V., eia ia 

er Eklipbk et™ jon der Kaotealinie aas gezahlter Wiakel, welcher 
die emzo^en Pankte des Scaaenriages aaterseheidet (s. Pig 96) Die 
aaaloge Bedeutuag mogea rp, fflr dea Moadriag habea. EadbA 

™d dieselbea arofeea fur dea am dea Brdaquator berumgelegtea 
Brdriag; m (s. obea), B (Erdradius) aad q, (eia ia der Iquatorebeae 
von der Knotenlmie aiis gezahlter Winkel). 

Der Wiakel zwiscbea Erdriag aad Ekbptik beilse «■ (= 23'/ » ca) 
legea reohtwiaklige Xoordiaatea x, y, , m Sraade, iadeai wir die 
2-Eicbtaug aiit der Normalea der Ekliptik, die a:-Eicbtuug mit der 
KaotenUme auaamaieBfaUea lassea; daaa wird fiir dea Soaaea- aad 
Mondring: 

^1 ) Vi = sin ^^ = 0, 

== #*2 cos = sin = 0, 
wahrend wir fflr den Erdring haben: 

.« = ii;cos^, ^ = JR sing) cos -s? = -B sin gi sin-a-. 

Um das Anziehnngspotential des Sonnenringes auf den Erdring zu 
bilden, berechnen wir 

V = ((*i-®)»+(pi-^)“+(ai-r)*)-i'= |ri2+.B'-2JJr,s)-5', 
xxi+yy^-\- a 

6 QQg QQg ^ _j_ ^ 

nnd entwickeln — nach Potenzen der kleinen Grofse indem wir 
nur die Glieder bis zur zweiten Potenz incl. bmschi’eibeuV 
-i ~ i7i _L 4. 3 /Bs'i* 1 , \ 

•• “r, l^ + ^ + y(nV “tItc) +■••)• 

Dieser Ausdruck ist nach '4>■^ nnd q), d. h. fiber den Sonnen- und Erd- 
ring zu infcegrieren. Dabei wird 

27t 

= 3r(cos®g) -f- sin^gj cos^'fi'), 

2rc Zuf 

J^tiq) dipq = (1 coB^ &) . 

0 0 

Das gesnchte Potential lautet daher, unter f die Gravitationskonstante 
verstanden: 


,. / / dwi dm m, m fj , /* 1 , 


/q , 3 iZ* y- . 9 - X 1 B' , \ 

^ v - y V + • ■ •) • 
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Dasselbe hangt, wie wir seheia., tmx von dem Winkel -0’ ab; also wirkt 
die Anziekung nnr anf eine Andemng des Winkels ■0;, d, b. auf eine 
Drelnmg nm die Knotenlinie bin, wie wir sebon oben erkannten. Die 
Grofse dieser Drebkraffc ist dabei in erster Annaberung, d. b. bei der 
sebon vorber genannten Yemacblassigung der boberen Potenzen von — : 
0F, 3 • a. a. 

( 2 ) 

Endlicb driicken wir die Masse m des Erdringes durcb die Tragbeits- 
momente C and A des Brdkorpers aiis (s. Gl. (1)) and erbalten: 


(20 


... A) cos O’. 

00 2 ' r,8 


Ebenso ergiebt sick das vom Mondringe berrubrende Drebmoment zu 

— sin 0 cos O. 


dv, 

00 


2 > r. 


( 2 ") 

Die genannte Drebkraft ist daber gieicb der Summe dieser beiden 
Ausdriioke., d. b. gieicb 

PcosOsinO, 


wenn zur Abkiirznng 
(3) P 




gesetzt wird. Wir baben somifc im vorliegenden Falle fiir die aufsere 
Drebkraft einen ganz aknlicben Wert (PsinOcosO, P < 0) gefunden, 
wie friiber beini sebweren symmetriseben Kreisel, dessen Scbwerpunkt 
imterbalb des Stiitzpnnktes lag (P sinO, P < 0). 

Wir macben uns nun klar, dafs writer dem Einflufs dieser Dreh- 
kraft die reguldre Trdeession almlich wie friiker eine mogliche Be- 
•wegungsform darstellt. Gleicbzeitig merkeii wir an, dafs sie ebenao- 
wenig wie friiber, die aEgemeinste moglicbe Bewegungsforrn giebt. 
(Die Frage, ob es sicb bei der Erde um die besondere regulme Pra- 
cession oder um die allgemeine pseudoreguldre Pracession bandelt, bildet 
den eigentiichen Gegenstand des folgenden geopbysikaliscben Absclmittes. 
Iiidem wu’ den Leser auf diesen verweisen, werden wir im gegeu- 
wartigen Absebnitt die Bewegung der Erde und ebenso die des Mond- 
ringes als reguliire Pracession bebandeln.) Dabei sttitzen wir uns am 
einfaehsten auf das d’Alembertscbe Prinzip (Kap. HI, § 4), nacb 
welcbem bei jeder mdglicben oder „natbrlicben“ Bewegung des Kreisels 
die Tragbeitswirkung der aufseren Drebkraft dauernd das Gleiebgewicbt 
bait. Die Tragbeitswirkung des symmetriseben Kreisels bei der regu- 
laren Pracession wurde pag. 175 zu 
(4) K = — Gjiv sin O — (0— J.) sin O cos # 
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gefunden; dieses Momeni hatte die Knotenlime zur Aae, ebenso wie 
im vorliegenden Palle die auTsere Drehkraft Psina-cosa'. Das besagte 
Prinzip verlangt also; 

(^) ^ -f P sia'9’ cos '0' = 0. 

In Gleichung (4) bedeutet v die Pracessionsgescbwmdigkeit, d. b. 
die Winkelgeschwindigkeit, mit der sick die Erdaxe nm die Normals 
der Ekliptik drelit^ (i ist die Winkelgeschwindigkeit der Erde bei 
ihrer taglichen Umdrehnng, gemessen von der Knotenlinie ans. Alf ^ 
XJnbekannte baben wir die Grofse v anzuseben. Unsere Gleicbung 
liefert ftir dieseibe zwei Werte (wie fi*uber bei der Pracessionsbewegung 
des symmetriscben Kreisels, pag. 178); da P (s. n.) sebr klein ist, wird 
der eine dieser Werte ebenfalls sebr klein, der andere von der Grofsen- 
ordnung von (i. In unserem Ealie kommt nur der eratere Wert fdr 
die Priicessionsgescbwindigkeit in Betracbt, da die Beobacbtungen un* 
zweideutig zeigen, dafs v erbeblicb kleiner als ist. Gleicbzeitig be- 
recbtigt ims eben diese Kleinbeit des Verbaltnisses in Gleicbung (4) 
das zweite Glied gegen das erste zu vernacblassigen und Gleicbung (5) 
einfacher folgendermafsen zu scbreiben: 

(p') C^iv — Paosd’. 

Hieraus ergiebt sicb als theoretiscber Wert fiir v: 

(6) 1/ = - 1 / ^ 

Cfb 2 ft C 

Die recbte Seite lafst sicb fur die numeriscbe Recbnung bequemer 
gestalten, wenn wir sie init Hiilfe des dritten Keplerscben Gesetzes um- 
formen. Der priiciseste Ausdmck desselben ist bekanntiicb die Gleicbung 

^ 

' VT/ i 

bier bedeuten m und m' die beiden Massen des Zweikorperproblems, 
a die balbe grofse Axe der Keplerscben EUipse, T die Umlaufszeit. 
Wenn wir von der Excentrizitat abseben, wird a mit dem mittleren 
Abstande r identiscb. Fiir die Bewegimg der Erde um die Sonne er- 
giebt sicb bieraus, da die Masse der Erde gegen die der Sonne obne 
Weiteres vernacblaasigt werden darf: 

( 7 ) 

und fiir die Bewegung des Mondes um die Erde 

‘ “U/ 

Gleicbung (6) scbreibt sicb daraufbin folgendermafsen: 
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Aus dieser Formel woUen wir nun einige numerisclle Solilusse ziehen. 
Zunachst lafst ^sichi der von der Sonne hennlirende Bestandteil der 
Pracession (vj) njit dem von dem Monde herruhrenden (vg) vergleichen. 
Wir haben namlich. ersicbtlich 


U , + V -TP 


Hier ist daa Verbaltnis des (sideriscben) Mondumlanfs zum 

(sideriscben) Jabre, d. h. nngefahr gleich Fiir das Ver- 

ba.lt.niH der Erdmasse zur Mondmasse werden wir den Wert 82 zu Grrunde 
legen. Infolge dessen ergiebt sicb 

^ = 0,47 oder ~ = 2,13, 

Der Beiirag des Mondes zut DrdcessumserscTieinung ist also wegen seiner 
geringen Entfernumg trotz seiner geringen Masse mehr als doppelt so gfofs, 
wie der der Sonne. 

Bereclmen wir nun die beiden Bestandteile einzeln. Wir haben 


A cos -S’ 


vg = 2,13 • Vj, 


Es ist aber g, die Winkelgescbwindigkeit der Erdumdrebung, gleicb 

— 2« dividiert durcb die Lange des Sterntages *) , also gT^ gleicb 

— 2jr raultipliziert mit der Anzabl der Sterntage, die auf ein Jabr 
kommen. Diese Anzabl ist bekanntlicb um 1 grofser wie die Anzabl 
der Sonnentage. Somit wird gT^ — — 2jc-366y^. (Das negative 
Zeicben riihrt daber, dafs die Drebung der Erde entgegen dem Sinne 

Q 

des Uhrzeigers stattfindet.) Wir miissen femer den Wert von — ^ — 
kennen. Indem wir uns eines gewissen Zirkels scbuldig macben (s. § 4), 
wollen wir dafdr den Wert ™ acceptieren. Nebmen wir als Zeit- 
einbeit das Jabr an, so ergiebt sicb scbliefslicb, in Bogensekunden 
ausgedriickt: 

//-v\ Q COS 23)6 ^ ntt 

( 9 ) ■ 


*") Diese Augabe ist nicht ganz geuau. Da namlicb die Winkelgesobwindig- 
keit fi ebenso wie der Eulersche Winkel qp, dessen zeitlicher Differentialquotient 
sie ist, von der Knotenlinie aus zu messen ist und diese sicb, eben wegen der 
PrS-cesaion, entgegen dem Sinne der Erdxotation verschiebt, so wird fi in Wirk- 
licbkeit etwas grOfser ausfallen. Die obige Angabe bezieht sicb eigentlicb auf 
die wabre Umdrehungsgesebwindigkeit r, die dritte Komponente des Drebungs- 
vektors (p, q, r). Da aber r = 008# • i/i', da femer 9'= (*, '\p' => v ist, so 

wird die Differenz zwiecben r und g gleicb v cos' 0 ’, welche Grbfse wegen der 
Kleinbeit von v ffir unsere Zwecke nicbt in Betracbt kommt. 
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Die dTcJit sich also wcgcn d&f SojiyicvtOin^ieJiung 

Laufe eines JaJires um 16'^' vorwarts. 

Femer ergiebt sicli nacli GrL (8) 

W 1^2 = 2,18 . 16" = 34". 

Wegen der MondamieJmng allein drelit sick also die Kyiotenlinie 
Wahr&nd eitics Jahres um 34^^. Der Qesavaithetrag der Procession ist 
mithin 

(10) Vi + Vg == 50". 

SoTiel fiber die Erklarung tmd die ungefabre drofsenbestimmung 
der Praoession. Zum Vergleicb rait Spaterem woUen wir nocb die 
Bewegung der Erdaxe durcb Angabe der Eulerseben Winkel f und 
beeebreiben. Dem bisberigen Grade der Annaberung entspriebt die 
folgende Darstellung: 

_ ==^0 + 50"-^, 

^ ^ I O' = 23° 27' 7"; 

die Grofse bleibt bierin unbestimmt; sie bangt davon ab, von 
welcbem Punkte der Ekliptik wir den Winkel ^ messen woUen. 
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§ 2. Der Ruckgang der Mondknoten. Erste Erweiterung der 
Gaufsisohen Metliode. 

Die Mondbabn fallt bekanntlicb nicbfc genau niit der Ebene der 
Ekliptik zusammen, wie wir bisher annabmen, sondern bddet mit ibr 
einen Winkel von ca. 5” (genauer gesagt einen Winkel, der zwiseben 
5® 0' und 5® 18' scbwankt). Ibre Sebnittpunkte mit dieser Ebene sind 
die MondJenoten, die Verbindungslinie derselben beifst die Knotenlinie 
des Mondes. Diese Knotenlinie ffibrt nun unter dem Einflufs der 
Sonnenanziebung eine, im Sinne der Mondbewegung gereebnet, rfick- 
laufige Bewegung aus; sie drebt sicb um die Normale der Ekliptik 
ebenso wie die Knotenlinie der Erde im Sinne dea Ubrzeigers, aber 
mit erbeblicb grofserer Gescbwindigkeit, namlicb in ca. 1873 JaFren 
einmal um. 

Wir konnen aucb diese Knotenbewegung in Zusammenbang mit 
der Kreiseltbeorie bringen und konnen ibren zablenmafsigen Wert von 
da aus bestimmen. Allerdings mussen wir dabei wesentlicbe Punkte 
aus der Tbeorie des Mondes als bekannt voraussetzen. Wir mfissen 
namlicb von vornberein wissen, dafs die von der Sonne bervorgerufene 
bauptsacblicbe Stdrung der Mondbabn in einer Bewegung ibrer Knoten 
bei Unveranderlicbkeit ibrer Neigung gegen die Ekliptik bestebt. Wir 
mfissen ferner wissen, dafs die (bekanntlicb ziemlicb grofse) Excen- 
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trizitat der Mondbahn, von der wir im Folgenden notg^driingen ab- 
sehen werden, die Gfrofse der Knot^nbewegung nicbt erheblicb beein- 
flufst, so dafs die Knotenbewegung einerseits und die von der Exoen- 
trizitat berrtibrenden Storungen der Mondbabn andrerseits fur aicb 
berecbnet werden koimen/ In unserer Betracbtiing feblt also, matbe- 
matiscb gesprocben, der Existenzbeweis fiir die Mondknotenbewegung; 
was w aus der Kreiseltbeorie entnehmen konnen, ist lediglich die Be- 
reclinung der Grdfse dieser Bewegung unter Yoraussetzung ibrer Bxiatenz. 

Wir balten im Folgenden an unserer frttberen YorsteUung eines 
Sorinen- und Mondringes fest, die wir uns beide als start und kreis- 
formig denken. Der von uns konstruierte „Erdring“ dessen Anziebung 
wir naebtraglicb gleicbfalls berucksicbtigen werden, ist von zu geringer 
Masse, um fiir unsere jetzigen Zwecke merklicb in Betracbt zu kommen, 
so dafs wir uns zunachst auf die anziebende Wirkung des Sonnenringes 
bescbranken werden. Entsprecbend der Bewegung des Mondes um die 
Erde denken wir uns den Mondring mit der betr. Uinlaufsgescbwindigkeit 
als starres GranzeS kontinuierlicb in sicb verscbobeu. Wir baben darm 
das folgende einfadbe Problem der Kreiseltbeorie vor uns: Der in Bota- 
tion lefindliche Mondring steM unter detn Einflufs der Amiehang des 
Sonnenringes f die ihn in die Ebene der Eldiptih hineinmziehen sucJit; 
er heschreibt unter dm Einflufs derselben um die Normale der Ekliptik 
eine regulare Procession; welches ist seine Prdcessionsgeschwindigheit? 

Bei dieser Formulierung Bind wir in der Anwendung der Gaufsiscben 
Metbode fiber Gauls selbst einen Scbritt binausgegaugen. Wabrend 
namlicb GauTs nut die Masse des storeuden (des anziebenden) Korpers 
auf seiner Babn verteilt, baben wir aucb die Masse des gestorten (des 
angezogenen) Korpers durcb eine auf dessen Babn ausgebreitete kon- 
tinuierlicbeMassenbelegung ersetzt. Wabrend es aberbei der anziebenden 
Masse, dem Sonnenrmge, gleichgiiltig ist, ob wir uns dieselbe in Be- 
wegung oder in Rube denken, ist es bei der angezogenen Masse, dem 
Mondringe, wesentbch, dafs wir seine Bewegimg (in Gestalt einer Ver- 
scbiebung des Ringes in sicb) berucksicbtigen. Deiin diese Bewegung 
ist es gerade, die nacb den Grundsatzen der Kreiseltbeorie die Mond- 
babn in den Stand setzt, ibre Keigung gegen die Ekliptik gegenbber 
dem von dem Sbnnenringe ausgeiibten Drebmomente zu behaupten. 

Wir biiden zunachst das Anziebungspotential des Sonnenringes 
auf den Mondring und leiten daraus die um die Knotenlinie des Mond- 
rmges wirkende Brebkraft ab. Sie kutet nacb Gleicbnng (2) des 
vorigen Paragrapben: 


( 1 ) 


~ T ^2 COS #2 ; 
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in der That hrauchen wir niir die auf den Erdring sich heziehenden 
Grofsen w?, -S’ und B in der genannten Grleichung durch die auf den 
Mondring beziiglichen == 5® and zu ersetzen. Schreihen wir 

hierfiir Pg sin-O'g cos d'g, so wird mit Bucksicht anf Gl. (7) des Torigen 
Paragraphen: 


T 


^ y 2 ^ n 

\f^J 21^ 


WO jetzt Cg == Mig rg® das Tragheitsmoment des Mondringes nm seine 
Figurenaxe bezeichnet. 

Eine moglichc Pracessionsbewegung des Mondringes von langer 
Periode wird wieder binreichend genau durch die Gleichung (5') des 
vorigen Paragraphen definiert, welche wir, imter N die imbekannte 
Pracessionsgeschwindigkeit, unter M die Drehgeschwindigkeit des Mond- 
ringes verstanxlen, so zn schreihen haben: 

(3) Cg M N = Pg cos -O-g ; 
sie ergiebt 

(4) N = cos-0’2. 

Nun })edeutet M die Winkelgeschwindigkeit des Mondringes in 

Bezug anf seine Knoten ; sie ist gleich derjenigen Winkelgeschwindigkeit, 

niit welcher, von der Erde aits gesehen, der Mond in seiner Balm gegen 

die Mondknoten Ibrtschreitet. Die betr. Dmlanfszeit heifst die drako- 

nitische, sie ist gleich 27,2 Tagen*). Mithin wird 

Ail hA m o 366,26 

und 

Nehmen wir wieder als Zeiteinlieit das Jahr, so wil’d in GradmaCs 
aiisgedriickt 


2 366,26 


cos 50- 1800 = 20, 


Dies ware die Anzahl Grade, welche die Mondknoten in einem Jahre 
zuriicklegen; die voile Umlaufszeit der Mondknoten wttrde daher 
betr agon; 

(6) == 18 Jahre. 

Der oben angegebene Wert war 18% Jahre oder genauer 6793 Tage; 
dem entspricht als genauerer Wert von N der Betrag lOYa®. Der 

*) tlbor die Beziehung dieser Winkelgeschwindiglceit zin- wakren oder side- 
rischen Winkelgeschwitidigkeifc des M-ondes ist daeaelbe zu sagen, wie oben 
■fiber die Beziehnng zwischen jz und r. Bezeichnen wir die sideriscbe Winkel- 
geschwindigkeit (d, b. die Grfifse — 2?r dividiert durcb den sideriachen Monat) 
mit JB , so gilt wieder j? = M -f- cos 6°. 
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XJnterschied kami tins bei cler Robbeit unserer Vorstellung vom Mond- 
ringe, bei der wir von der Excentrizitat der Mondbabn absaben, niebt 
■wunder nebmen. 

Wir wollen nocb erganzungsweise den Einflnrs der Erdamiehung 
aiif die Bewegung der Mondknoten^ wenigstene in grober Annaherungj 
bestiminen. Es ist klar, dafs die Erde nur insofern die Ebene der 
Mondbabn storen kann, als sie von der Kugelgestalt abweicbt, dafs 
also bei der im vorigen Paragrapben besprocbenen Zerlegung der Erde 
in eine „Erdkugeb^ nnd einen ^Erdring^^ nnr der Erdring von der 
Masse m ((5rl. (1) daselbst) zn berucksicbtigen ist. Dieser Erdring m 
sucbt nun ebenso wie der Sonnenriiig den Mondring in seine Ebene 
bineinzudreben, also bier in die Ebene des Erdiiquators. Wir scbliefsen 
wie oben, dafs unter dem Einflufs dieses Drebmomentes und vermoge 
der eigenen Umdrebungsgescbwindigkeit des Mondringes die regulars 
Pracession um die Norm ale der genannten Ebene, also bier um die 
Nord-Sdd-Axe der Erde, eine moglicbe Bewegimgsform des Mond- 
ringes sei, wobei wir von der im vorigen Paragrapben untersucbten 
Eigenbewegung der Erdaxe abseben. Wir wollen die PriLcessionsge- 
scbwindigkeit und die Zeitdauer dieser Pracession bestimmen. Indem wir 
dnden, was aus der geringen Masse des Erdringes vorborzuseben war, 
dafs diese Pracessionsgescbwittdigkeit sebr klein, die Pracessionsdauer 
also sebr lang wird, verglicben mit der entsprecbenden Gescbwindigkeit 
und Zeitdauer bei der durch die Sonne bervorgerufenen Mondknoten- 
bewegung, zeigt sicb, dafs durcb die Einwirkung der Erde die Mond- 
knotenbewegung nur in geringer Weise und in sakularer Form a.b- 
geandert wird und dafs wir bei der vorbergehenden Berecbnung der- 
selben die Erdanziebung vernacblassigen durften. Die Art dieser (sebr 
geiingfiigigen) Abanderung bestebt dabei niebt in einer einfacben Be- 
scbleunigung oder Yerzogerung der durcb die Sonne bewirkten Knoten- 
bewegung, sondern sie verandert aiich die Neigung der Mondbabn 
gegen die Ekliptik, da wie bemerkt die von der Erde bewirkte Pra- 
cessionsbewegung um eine andere Axe erfolgt, wie die durcb die Sonne 
bewirkte. 

Das • Drebmoment des Erdringes auf den Mondring bangt von dem 
Winkel der Neigung des Mondi’inges gegen die Aquatorebene der Erde 
ab. Dieser Winkel wecbselt wegen der durcb die Sonne bewirkten 
Knotenbewegung und schwankt in 18 Vs Jabren um ± 5“. Es ist am 
einfaebsten und liegt am naebsten, jenen Neigungs winkel durcb seinen 
Mittelwert zu ersetzen, d. b. durcb den Winkel d' = 23,5", unter dem 
die Aquatorebene der Erde gegen die. Ekliptik geneigt ist. Indem wir 
dieses tbun, seben wir also wie im ersten Paragrapben von der Neigung 


§ 2. Der Euckgang der Mondknoten. 647 

der Mondbahn gegen die Ekliptik ab, denken ims vielmebr den Mond- 
ring in die Ekliptik bmeingedrekt. 

Das Drebmoment der Erdanziebung auf den Mondring konnen 
wir nnn direkt aus der GL (2") des vorigen Paragrapben entnebmen. 
Die doirtige Pormel bedeutete das Drebmoment, -welcbes der in die 
Ekliptik bineingedrebte Mondring anf den Erdring ausiibte. Gerade 
so grofs ist aber das jetzt in Prage stehende Drebmoment. Setzen 
wir dasseibe gleicb Pg' sin d- cos d’ , so wird nacb der genannten 
Gleicbnng: 

n r _ 3 — A) 

-^2 ~- Y / 

Wir vergleicben das Produkt P/ cos -O' mit dem Produkte Pg cos d-g, 
unter Pg den in Gl. (2) dieses Paragrapben angegebenen Wert ver- 
standen. Nacb Gl. (3) dieses Paragrapben verbalt sicb namlicb die- 
jenige Winkelgescbwindigkeit, mit der die Mondknoten um die Nord- 
Siid-Aie der Erde infolge der Anziebnng des Brdringes nmlaufen 
wiirden, zu derjenigen Gescbwmdigkeit, mit der sie infolge der Sonnen- 
anziehung in der Ekliptik nmlaufen, wie Pg' cos ^ zn Pg cos O-g . 
Nennen wir die beiden Gescbwindigkeiten N' bez., wie oben, N, so 
baben wir 

^ ^ — d) ^ cos -S’ ^ 

N Pg coS'S’g rg® cosS-g 

Nacb dem dritten Keplerscben Gesetz (Gl. (7) und (7') aus § 1) diirfen 
wir setzen 

V - M+ m, Pg*’ 

und erbalten daber; 

N' 2(G — A) P, ® C08 ^ C — Jl 
N (M -{- mg) rg ^ Pg® coB'9'g ~ 0 (ilf -}- wig) r* ® Pg* cos-^-g 

Hier werde nocb im Zabler des Ausdrucks ein Naberungswert fur C 
eingesetzt; seben wir namlicb die Erde vorubergebend als eine Kugel 
von gleicbformiger Dicbte an, so ddrfen wir nacb einer bekannten 
Formel C ~ ~ annebmen, so dafs sicb scbliefslicb ergiebt: 

N' _ 4 0 — d M coB-g- 

"N 5 G~ ilf Y Wg i-g* Pg* coS'O’g 

Die samtlicben Faktoren dieses Ausdrucks sind bekannte Zablen. Es 
ist z. B. das Verbaltnis P/fg gleicb ca, 1/60, wabrend das Verbaltnis 
Af/Jf + TWg binreicbend genau gleicb 1 genommen werden kann. Mit 
Benutzung der scbon frilber angegebenen sonstigen Zahlenwerte er- 
giebt sicb 

N' __ 4 1 / 1 \ * / 3G5,25 \* C08 23 ,6® _ ^ 

N" “ 6 305 \60/ V 27,3 j cos 5 » ^ ' 
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Die Gesch-wmdigkeit N' ist also aufserordentUch klein gegen die (Sfe- 
schwindigkeit N. Umgekekrfc ist die zu N' gehorige Pracessionsdauer 
aufserordentlich grofs gegen die Periode der Mondknotenbewegung in 
der Ekliptik, welcke 18% Jakre betragt. Jene Pracessionsdauer wiirde 
namlicb sein: 

= 156000 Jabren. 

Die Grofse dieser Zabl zeigt unmittelbar, dafs imserer Betracbtung 
nur die Bedeutuug einer Absohatmng , nicbt die einer mverldssigen 
Berechmng zukommt. Denn ’einerseits audern sicb wabrend des ge~ 
nannten Zeitraumes die Blemente der Mondbabn in bedeutendem und 
nicbt Torberzubestimmendem Malse, wabrend sie in unserer Eecbnung 
als konstant angenommen warden. Andrerseits und namentlicb andert 
siob in jenem Zeitraume die Lage des Erdringes im Raume wegen 
der Knotenbewegung der Brde vollig, wabrend wir docb in unserer 
Recbnung die Stellung des Erdringes und das von ibm ausgetibte Dreb- 
moment als unveranderlicb voraussetzen mufsten. Diese Voraussetzung 
ist nur fiir einen Zeitraum zulassig, der klein ist gegen die Pracessions- 
dauer (26000 Jabre) der Erdknoten, dagegen vollig unbaltbar fiir den 
bier gefundenen Zeitraum, der sicb sogar grofser als 26000 Jabre er- 
geben bat. 

Trotzdem wird durob die vorstebende Recbnung soviel bewiesen 
als wir erganzungsweise zu beweisen wiinscbten: dafs namlicb die von 
dem Erdi’inge bewirkte Mondknotenbewegung zu vernacblassigen und 
dafs lediglicb die Sonnenanziebung als mafsgebender Faktor bierbei zu 
berucksicbtigen ist. 

§ 3. Die astronomisclie Nutation der Erdaxe.» VeraUgemeinerung 
der Gaufsisohen Methode auf periodisclie Storungon. 

Indem wir uns zu der von Bradley 1747 entdeckten Nutation 
doT Nrdaxo wenden, betonen wir vorab, dafs diese ,,astronomiscbe^^ 
Rutation mit der friiber als Nutation der Kreiselaxe bezeicbneten Be- 
wegung in Unetischer Hinsiobt nicbts gemein hat. Die Nutation der 
allgemeinen Kreiseltbeorie (vgl. besonders Kap. V, § 2) riibrt daher, 
dafs der Anfangszustand der Bewegung im Allgemeinen nicbt genau 
auf die regulare Pracession abgepafst ist und dafs dementsprecbend 
selbsi beim Peblen aller aufseren Krafte die Figurenaxe im Raume im 
Allgemeinen einen Kegel beschreibt. Die astronomiscbe Nutation da- 
gegen hat ihren Ursprung darin, dafs auf die sicb drebende Erde 
periodiscb veranderliche Krafte einwirken, welcbe natiirlicb eine in 
gleicbem Zeitmafs erfolgende periodiscbe Bewegung der Erdaxe be- 
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dingen. Indem wir an eine in der gesamten Mechanik ebenso wi(;litige 
wie bekannte TJnterscheidung ankniipfen, konnen wir knrz bo sagen: 
Die fruhere ISutation war eine freie, die jetzige ist eine erzwimgene 
Schwingung. 

Die Abnlicbkeit beider Bewegungen, welcbe die gleicbe Wabl der 
Bezeichnnng recbtfertigen moge, ist vielmekr nnr IcinemaUschei’ Natur. 
Ill beiden Fallen bandelt es sick um eine gegen die Periode der Pra- 
cession sehr kurze ScbTringung. Die Periode der freien Nutation in 
der allgemeinen Kreiseltheorie betragt die der Pracession 

2in; NjP (s. z. B, pag. 305, Dl. (13) nnd (15)), das Verbaltnis beider 
Perioden ist daber die oft genannte Qrofse APjN^, die wir in der 
Regel als kleine Zahl (z. B. <1/100) voraussetzen durften. Andrer- 
seits riihrt die astronomiscbe Nutation von der Bewegung der Mond- 
knoten her, bat daber wie diese die Periode von 18% Jabren; die 
Periode der Pracession der Erdaxe wurde zu 26000 Jabren berecbnet; 
das Verbaltnis beider Perioden ist daber aucb bier sebr klein, sogar 
< 1 / 1000 . 

Um die Tbeorie der astronomischen Nutation an unsere bis- 
berigen Betracbtungen anschliefsen zu konnen, miissen wir zuuacbst 
unsere von Gaufs dbernommene Metbode abermals erweitern. In ibrer 
urspriinglicben Form dient diese Metbode nur zur Berecbnung der 
sdkularen Stoningen. Wir werden aber seben, dafs sie bei geringer 
Modifikation aucb die periodischen liefern wird. 

Formulieren wir zunacbst das Problem, der Erdrotation in all- 
gemeinster Weise, Da baben wir auf der einen Seite die Erde, auf 
der anderen Seite Sonne uiid Mond, die ibre als bekannt anzusebenden 
relativen Bahnen um die Erde besebreiben und demen tsprecliend wecb- 
selnde Anziebungen ausiiben. Die Gesamtbeit der Anziehangsw.irkungen 
findet man am ei,nfacb8ten aus dem Anziehungspotcntial durcb Ableitang 
desselben nacb den Koordinaten. Das Potential wird dabei, wie immer 
bei Storungsaufgaben, aus don relativen Lagen der fraglicben Korpor unt&)' 
vprldufiger Absehung von den im Verlaufe der Beehnung selhel zu fmdenden 
Storungcn berecbnet. Da die Storungen sicb in der Regel im Verbaltnis 
zur Hauptbewegung als klein ergeben, wird bierdurcb nur ein kleiner 
Febler entsteben. Wollte man dagegen die gestorte Bewegung selbst 
bei der Berecbnung des Anziebungepotentials zu Grunde iegeii, so 
wilrde man neben den sog. Storungen erster Ordnung, auf die wir im 
folgenden altein abzielen, zugleicb aucb die „Storungen zweiter Ord- 
nung'* ermitteln. Aucb wenn man die letzteren zu kennen wunscbte, 
wiirde sicb immer ein scbrittweises Vorgeben und eine vorlaullge Be- 
scbrankung auf die Storungen erster Ordnung empfeblen. In unserein 
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Falle liaben wir unter der ungestorten Bewegung der Erde ihre gleich- 
mafsige Rotation nm die gegen die EHiptik geneigte Figurenaxe zn 
Terstehen. 

Dieses Potential V der Sonnen- und Mondanzieiiung auf die Erde 
wird man nun natiirgemaXs in nicbt-periodisclie und periodiscbe Be- 
standteile spalten. Die periodischen Bestandteile der Sonnenauziehuug 
Fi werden znr Periode das Jahr, die der Mondanzieiiung teils den 
Monat, teils den Umlauf der Knoten etc. liaben. Die harmonische 
Analyse liefert ein allgemeines methodisclies Mittel, urn dies© Bestand- 
teile yon eiaander zu sondem. Bekanntlich findet man die Koeffi- 
zienten der trigonometrischen Reike in der Form bestimmter Inte- 

grale. So ist der unjneriodiscJhe Teil von. Fj gleich 
erstreckt iiber die Zeit eines vollen Sonnenumlaufs. Diese Forrnel 
lafst sich aber deuten als Potential der in geeigneter Weise mit Masse 
belegten relativen Sonnenbakn. Es sei dm das Massenelement , welckes 
wir auf dem mit der Gesckwindigkeit || durcklanfenen Baknelemente 




ds ankringen. Da das Potential Fj(t) der ganzen Sonnenmasse 
entsprickt, wird das Potential des genannten Massenelementes gleick 

gesamte Potential der mit Masse yersebenen 

Sonnenbakn ^ F^(i)dm. Damit tlbereinstimmung berrscbt zwiscken 
diesem Potential und dem genannten Koeffizienten der trigonometri- 
scken Entwickelung^ mufs die Massenverteilung so eingerioktet werden, 
dafs auf jedes Element der Bakn das Massenelement 

dt 


dm 


T, 


kommt. Die gesamte auf der Babn aufgetragene Masse ist hiernach 
genau die gesamte Sonnenmasse Wir liaben damit genau den 
urspriinglicken Gaufsisehen Ansatz. Wird uberdiea die Bakn als 
kreisformig, die Geschwindigkeit also als gleickformig vorausgesetzt^ 
so ist die Massenyerteilung eine gleickformige. Dies war unser Stand- 
punkt bei der obigen Bekaudlung der Pracession, welcbe in der That 
von dem konstanten oder durckscknittHchen Teile der Sonnen- und 
Mondanziekung kerrukrt. 

Betrackten wir nun die periodischen Teile. Indem wir wieder anf 
die Sonne argumentieren, sei T^n die ketr. Periode, miter n eine 
ganze Zakl verstanden. Die Koeffizienten der beiden Ter me von dieser 
Periode in der tiigonometrischen Entwickelung sind: 


( 2 ) 


2w 




cos2z(: 7 *- dt, 


si 


sin 23fr dt. 
■^1 
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Wir fassen sie wieder auf als Anziekiang der mit 
Sonnenkalin, wobei aber jetzt auf das Babnelement 

Wj koinmt, unter t und die Zeit resp. 

intervall yerstandeu, zu der resp. in dem das Element ds von 
Sopne durcHaufen wird. Die gesamte zur Verteilung kommende 11 
ist jetzt Null, da wir neben positiver auch gleicb viel ^negative" Mas^.. 
verwenden miissen. Die Diclite ist, selbst bei kreisformiger Gestalt 
der Baku, nickt gleickfdrmig sondern karmonisck variabel. Die nack- 
stekenden sckematischen Piguren mogen diese Verkaltnisse im Falle 
w — 0 und n — 2 veransckaulichen. 

n=o n-Z 

Fig. 97. 

Die betr. auf den Erdkorper wirkenden periodiscken Drekkrafte er- 
geben sick aus den bereckneten trigonometriscken Koeffizienten durck 
Ableitung nack den raumlichen Koordinaten und Multiplikation mit 

Sie werden Storungen der Erdaxe von derselben Periode 
cos 

TJn hervorrufen. Auf die Berecknung derselben geken wir kier nickt 
einj sie kann nack dem Muster der weiter unten fiir die astronomiscke 
Nutation zu gebenden Entwickelungen erfolgen. Praktisck kommt von 
solcken Storungen nur diejenige in Betrackt, welcke die Periode Zi/2 
hat, sowie die entspreckende von der Mondanziekung kerrukrende 
Storung von der Periode Auck bei diesen Gliedem iibersteigt die 

Amplitude der Sckwankung nur an einer Stelle den Betrag 1" (s. die 
Pormeln am Scklusse des nacksten Paragrapken). Die Amplituden der 
iibrigen Glieder von den Perioden Tg, ^ 2 /^; ' 

kiein, dais sie selbst fiir die Bediiifnisse der astronomiscken Genauig- 
keit verschwinden. 

Anders diejenigen Storungen, welcke die Periode des Umlaufs der 
Mondknoten besitzen. 

Seken wir zunachst zu, wie sick bei ikuen unsere Methode 
gestaltet. 

So wie wir oben durck gleiehzeitige Inbetracktnakme s'aintlicker 
von Sonne und Mond durchlaufenen Orter ihrer Bahnen den Sonnen- 
nnd Mondring erzeugten, so werden wir jetzt, ausgehend von dem 
gegen die Ekliptik geneigten Mondring, indem wir uns die samtlicken 
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Orfcer Torstellen, die er bei seiner Pracessionsbewegnng eiiinimmfc, eiae 
„Mondringflache" erhalten. Diese dureb Rotation des Mondringes nra- 
die Normale der Ekiiptik entstehende Mondriiigflacbe ist ersichtlicil- 
oine doppelt uberdeckte*) Kugelzone vom Radius fg mid der Hohe 
27*2 sin 5®. Die beiden folgenden Figuren deuten. die MassenTerteilungf 
in den Fallen n^O und n = l an, mit der wir mi^jere Moiidring' 
flacbe ausznstatten baben. Es nioge dabei ausclru.cklicb bervorgeboben 
werden, dafs die Absicbt bei der Einfiibrung nnserer MondringJlache 
nnd der Verzeichnimg der folgenden Figuren keine andere ist wie die- 
jenige, die das Gaufsiscbe Yerfabren bberhaupt verfolgt: den Sinn der 
Recbnungen an einem geometriscben Substrat zn veranscbaulieben; die 
Recbnungen selbst werden dadurcb im Grunde niebt vereinfacbt, sondern 
sind genau identiscb mit denjenigen, die wir aucb bei rein analytiscbein 
Yorgeben auszufubren baben wtirden. 



n .^0 

rig. 08 a. Pig. 08 b. 


a) Im Falk w == 0 (sakulare Storung) ist die Massenverteilnng 
so zu wablen, dafs auf jedes Element der Mondringfllicbe eine Masse 
kommt, die nacb Analogic mit Gl. (1) gleicb ist dem Prodnkt aua 
der Masse des dies Element uberstreichenden Elementes der Mondring- 
fiache in das Yerhaltnis dtjTy d. b. in das Yerbaltnis der Dauer des 
liberstreicbens zu der gansen Periode der Mondknoten. Wir wollen. 

*) Wir denken uas die Eugolzons doppdi uherdetkt, d. h. aus gwei 
hestehend^ die langs ihres oberen xind untoren Randea znsammenbangen, wcil jeda 
Stelle der Kugelzone von. dem rotiereiiden Mondringe zmnal nberetrioben v/ird, 
einmal von dem in. Pig. 99 gezeic.hnefcen vorderen, das andere Mai von dem in 
dieser Pigur nicht angodexitetea binteren fialbbogen. Am einfacheten wird dia 
Vorstellang, wenn wir, der Kugelzone eine gewisse KGrperliclikeit zuschreibecd, 
die aufsere Oberfiacbe derselben als die eine, die innore Oberflache als die andere 
Scliale auffassen und ieetsetzen, dafs der Mondring in jeder seiiicr Lageti am 
oberen bez. unteren Kande der Kugekose von der einen auf die andere Bcbale 
ubertritt. Damit gtelit die Wabi unserer Koordinaten a, § im Einklange: wean. 
^ ^ a und (3 von 0 bia 23s integrieren, so iiberstreicben wir damit 

jede SteUe der Kugelzone doppelt, also jede der beiden Schalen einmal; der 
emen Scbale entsprecben dabei die Werte der Koordinaten — Jf /a a <; -j- jc/2 , 

der anderen Scbale die Werte + «/‘'^ < « <+ 37 i;/ 2 , 0 <^< 27 ir. 
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in der Ebene des Mbndnnges einen Winkei a messeiij, indem wir etwa 
die Knotenlmie des Mondes OJ£ (vgL Fig. 99) als « = 0 recbnen; 
jeder Punkt P des Mondringes isi; dann durcb den C^ntriwinkel 
« = MOP cbarakterisiert. Andrerseits woUen wir den Winkei, den 
die Mondknotenlinie Oikf gegen eineii willkurliclien festen Anfangs- 
strabl OA in der Ekliptik bildet, mit ^ bezeicbned; ip sei der Winkei, 
den die Knotenlmie der Erde n).it demselben Strabl OJ. bildet. Die 
Winkei a, § steileb dann scbiefwinklige sphariscbe Koordinaten anf 



unserer Kugelzone dar, durcb welcbe die Lage eines jeden Punktes 
der Kugelflacbe fixiert werden kann und durcb welcbe die Kugel- 
zone in parallelogrammatiscbe Elemente eingeteilt wird. Die auf ein 
solcbes Element entfallende Masse dp ist nun gleicbzusetzen der Masse 
des Mondringelementes, welcbes zu dem Winkei da gebort, niimlicb 
m^dal27Cf multipliziert in das oben genannte Verbaltnis dt/T, welcbes 
bei gleichformigem Umlauf der Mondknaten gleicb ist fi/ 3 / 23 r; man 
bat also 

(3) 

Die geaamte zur Verteilung kommende Masse, die sicb aus dp durcb 
Integration naeb a und § je zwiscben 0 und 2ac ergiebt, ist natdrlicb 
gleicb der Masse des Mondringes 

Die Dichte der Verteilung, d. b. die Masse pro Placbeneinbeit der 
Mondringflacbe (zusammen fiir beide Scbaien gerecbnet) ist, wie man 
aus der geneigten Lage des Mondringes leiqbt yerstebt, nicht gieicb- 
formig angeordnet, sondern hiiuft sicb an den liandern der Mondring- 
flacbe (fur a==±:3t/2) unendiich an, Langs der Breitenkreisc ist da- 
gegen die Dichte konstant. In Pig. 98 a wurde versucbt, diese Ver- 
baltnisse durcb die Starke der Sebraffierung anzudeuten. 

b) Im Falle w == 1 (periodische Stdrung) ist die auf der Mondring- 
ftache zu supponierende Massenverteilung aucb langs der Breitenkreise 

Klei3a-8omxnerfeld, Kieiselbewegunf!. III. Atifl. 
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fliciit gleicHormig, sondern harmoniscli vaxiabel. Es tritt namlich. 
(vgl. die Formeln (2) fur die Koeffizienten der trigonometrisclien Reihe) 
zu der Yorher bestimmten Masse der Faktor 2 cos ^ bez. 2 sin /3 binzu. 
Mitliin wird jetzt 

( 4 ) 

Die gesamte zur Verteilung konunende Masse, die wieder durcb Inte- 
gration von d(i nacb cc und /3 zwiscben 0 und 23r gewonnen wird, 
ist jetzt gleicb Null. 

Aucb jetzt bauft sicb die Dicbte, die wir als algebraiscbe Summe 
der auf die Flaobeneinbeit beider Schalen entfallenden Masse berecbnen, 
nacb den Randern bin an und ist in benacbbarten Oktanten der Kugel- 
zone entgegengesetzt gleicb. In Fig, 98 b wurden diese Yerbaltnisse 
teils durcb die Starke der Scbraffierung, teds durcb Beifiigung der 
Vorzeicben angedeutet. 

Nacbdem somit die Figuren 98 erlautert sind, bilden wir uns 
aus den gefundenen Massenbelegungen die zugeborigen Potentiate ; 
und zwar soli das der Belegung (3) entsprecbende Potential U, die 
den Belegungen (4) entsprecbenden Potentiale und % beifsen (% zu 
cos zn sin /3 geborig). Diese Potentiale sind nicbts anderes als 
die ersten Koeffizienten in der nacb der Mondknotenperiode fortscbrei- 
tenden Entwickelung des vom Monde auf die Erde ausgeiibten An- 
ziebungspotentiales F 2 (^); letzteres driickt sicb namlicb durcb 
sowie die Mondknotengescbwindigkeit N folgendermafsen aus: 

Fg(^) == -f- cos N ^ sin N i -f • • •, 

wofiir wir aucb abkiirzend scbreiben: 

V^(t) — 'JJ W y W — cos N t -\~ sin N t. 

Das konstante Glied U gebort also zu dem Werte w = 0 des SteUen- 
zeigers der Entwickelung, das zeitlicb veranderlicbe Glied W fafst die 
beiden zu dem Werte n ~ 1 des Stelleuzeigers gehorigen Terme der 
Entwickelung zusammen. 

Aus dem Werte von JJ komien wir nicbts wesentlich Neues er- 
fabren, vielmebr rniissen wir auf den scbon im ersten Paragrapben 
berecbneten Anted des Mondes an der Pracessionsbewegung der Erde 
zuriickfallen, Wir fiibren diese Eechnung nur desbalb nocbmals durcb, 
um uns zu uberzeugen, dafs die friiber vernacblassigte Neigung der 
Mondbabn gegen die Ekiiptik die Pracessionserscbeinung nur unwesent- 
licb beeinflufst. Aus dem Werte von W dagegen wird sicb die Er- 
klarung und Vorausberecbnung der astronomiscben Nutation ergeben. 
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a) TJer Fall n — 0. Das Potential eines Elementes der Mond- 
ringflacTie aiif ein Element dm des Erdringes ist^ imter f die Dravi- 
tationskonstante verstanden, fd^d?n/r-, daher wird das Potential der 
ganzen Mondringflache anf den Erdring: 

(5) lT=fJJ 

Sind Xj y, 0 bez. x^^ die Koordinaten eines Punktes des Erd- 

ringes bez. des Mondringes, so setzen wir wie friiber 

X ~ JR COB (p f y = R shi(p cosd'f z — It ain q) sin. 

Eallt ferner die Mondknotenlinie gerade mit der Erdknotenlinie zn- 
sammen; so koniien wir, bezogen auf das gleicbe Koordinatensystenij 
scbreiben; 

iCg = cos a, sin a cos 5®, sin a sin 5®. 

Diese Koordinaten entsprecben der besonderen Lage ^ = f des Mond- 
ringes (vgl. Fig. 99). Bei beliebigem ^ bleibt der Wert von z^ der 
angegebene, die Koordinaten rcg, aber entsteben ans den vorstebenden 
nacb der Eegel der Koordinatentransformation , -wobei als Drebwmkel 
der Winkel eingebt. Es wird namlicb allgemeingiiltig: 

^2 ~ ^2 (cos a cos (/3 — ■({;)-— sin a cos 5® sin (/3 — ^)) , 
ys == (cos « sin (/3 — f) -|- sin a cos 5® cos(^ — ¥))} 

Z2 === sin a sin 5®. 


Wir berecbnen uns biernacb 

x,y + (y ~y^y + {z-zyy = + ry — 2Fi\s, 

worm s bedeutet: 

Ur, ■■■ 

^ 0 ^ , cos 9 ? (cos a cos (/3 ~ — sin d cos 5® sin (/? — ■^)) 

4- sin (p cos •9’ (cos a sin (/3 — V') + sui a cos 5® cos (/3 ~ •?/>)) 

^ 4 - sin 93 sin '9 sin a sin 5®. 

Dnrcb Entwickelmig nacb Potenzen von folgt 


(7) 



JL 

*2 rj 




2 r * 





Wir integrieren diesen Ausdruck nacb dy, und dm, indem mr dy 
ans (3) entnebmen und dm gleicb ^ d(p einsetzen. Zunachst wird 

J'sdtp — O 5 ferxier liefem von den Grbedern auf der reehten Seite von 
(7) das erste und dritte Beitrage zu unsereni Potential, die von den 

i2* 
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die Lage des Erdringes bestimmenden Winkeln ^ und ip frei siad. 
Da wir spater das Potential nach. diesen Winkebi zu differenzieren 
baben wei'dea, fallen auck diese Glieder kerans. Wir sckreiben daker 
die ersten. drei Glieder ebenso wie die Kokeren GHeder der Entwickelung 
nickt kin und setzen: 

Man recknet nun leickt aus, dafs 

, Jdu Jd^ j'dips^ = 3r®{(l 4~ cos^d') (1 4- cos®5®) -f- 2 sin^'d sin^5®} . 

Mitkiu wird, wenn wir nock fiir die Masse des Erdringes ikren Wert 
aus Gl. (1) Ton § 1 einfiikren: 

U==-^f — "3 { (1 + cos®#) (1 + cos® 5 **) + 2 sin®# sin® 5 ® } . 

Das zugekorige Drekmoment auf den Erdring wird nun durck Diife- 
rentiation nack #■ gefanden und lautet: 

_ A ^ —^3 { 1 4 cos® 5® — 2 sin® 5® } sin # cos # 

«= — 1 f 1 1 _ A gi^g 50 1 # cos #. 

Dieser Wert lafst sick unmittelbar mit dem im ersten Paragi’apken 
Gl. (2") fiir dasselbe Drekmoment abgeleiteten Werte vergleicken. Er 
unterscheidet sick von jenem, wie man siekt, nur durck Hinzutreten 
des Faktors 

1 — Y sin® 6® = 1 — 0,012. 

Fiir die numeriscke Recknung spielt dieser TJntersckied aber keine RoUe, 
sofem wir wie im ersten Paragrapken nur die ganzen Sekuuden der 
jakrlicken Pracession anzugeben wiinscken. Deskalb wiirde die weitere 
Behandlung genau so wio dort zu erfolgen kaben und wir kdnnen aiie 
friikeren Resultate aach mit Riicksicht auf die Neigung der Mondbakn 
als kinreiokend genau bestiitigen. 

b) Der Fall n = 1. Auck kier geken wk von der Form el (5) aus, 
wobei wir aber jetzt unter dfi die durck (4) definierten Massenver- 
teilungen versteken und die ihnen entspreckenden Potentiale, wie verab- 
redet, iv^ und nennen. dm ist wie oben gleich ^ dm, fiir ~ ist die 
Entwickelung (7) einzutragen. Indeni wir wieder diejenigen Glieder 
unterdriieken, die bei der Integration nack (p oder bei der spateren 
Differentiation nach #• und ip versckwinden, sckreiben wir: 
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Fiiliren wir zunachat die Integration nach a und 9? aus, so erlaalten 
■wir auB (6): 

J*dix.J'd<ps^ === 3i:®{cos^(/ 3 — V-O + coa®5® + co8®<&' sin®(j3— 4>) 

4- (cos '9- cos 5” cos + sin '9' sin 5**)^ } 5 

multiplizieren wir dieses mit cos/3 oder sin/? und mtegrieren nacli /3, 
so fallen alle diejenigen Terme fort, welcte nacli Anflosnng Ton 
g°^(/3 — 1^) von ungerader Dimension in sind, Als einziger niclit- 

verscliwindender Term bleibt ubrig 

2%^ sin 9 cos 9 sin 5 ° cos gob — d§ 


Mitbin wird : 


sin 9 cos 9 sin 5® cos 5° i > . 


I,] B nit B* . ^ Q. • KO « « FLO CQB , 

1 == — jT ■■ sm 9 cos 9 sm 5” cos 5" -ip . 


Damit ist das Potential der Mondringflacbe fiir die beiden durch. 
Pig. 98 b scbematiscb dargestellten Massenbelegungen oder, wie wir aucli 
sagen konuen, diejenigen beiden Koeffizienten der trigonometrischen 
Bntwickelung gefunden, welcbe zu Gliedern von der vollen Periods des 
Mondknoten-Umlanfs gehoren. Die Summe dieser Glieder, welcbe nacb 
Verabredung TT beifsen soilte, wird nun 

(8) 14^== sin 9 cos 9 sin 5® cos 5® cos 

4 r* 

Wir formen diesen Ansdrnck ein wenig um, indem wir einerseits die 
Definition von m (Gl. (1) von § 1), andrerseits das dritte Keplerscbe 
Gesetz (Gl. (7') von § 1) beriicksicbtigen nnd erbalten : 

(9) W= Y (¥) — A) sin 9 cos 9 sin 5® cos 5® cos {Ht — ip ) . 

Aus dem Potential TF" leiten wir nunmebr die Drebmomente ab, die 
auf den Erdring wirken. Da W aowobl von 9 wie von i> abbfingt, 
erbalten wir ein Drebmoment, welcbes nm die Knotenlinie der Erde 
wirkt, durcb Differentiation nacb 9, ein anderes, welcbes um die 
Normaie der Ekliptik wirkt, durcb Differentiation nacb ip. Bs ergiebt 
sicb namlicb 

i I? - 4 

Wir seben uns nun vor das folgende Kreiselproblem gestellt: Die 
Erde steht miter dem Einfhifs der eben genannten Drehmomente; wdches 


658 Vm. Abachnitt A. Astronomisclie Anwendungen. 

ist Hvre JB6W6gufhg? Naturlich liabeE wir bei der weiteren Bebandluiig 
dieses Problems iiicbt- mebr^ wie bei der Berecbnurig des Anziebungs- 
potentialeSj von dem Brdring allein^ sondem von dem gesamten Erd- 
korper zii bandeln. 

Das biermit definierte Kreiselproblem unterscbeidet sicb von alien 
friiberen Pragen in zweifacber Hinsicbt: einerseits ist zu dem Dreh- 
moment mn die Knotenlinie^ welcbes aucb im Falie des gewobnlicbeu 
scbweren Ereisels vorlag, ein solcbes nm die ^Yertikale" (bier die 
Norinale zur Ekliptik) binzngetreten. Andrerseits sind beide Dreb- 
momente nicbt nur mit der Lage des Ereisels sondern aaeb mit der 
Zeit veranderlicb. Das Zeitmafs dieser Veranderlicbkeit bestimmt 
offenbar aucb das Zeitmafs, in welcbem die Erde jenen Drebmonienten 
foigt. Wabrend also bei der in der allgemeinen Ereiseltheorie nnter- 
sucbten fireiefi Nutation die Scbwingungsperiode durcb Massenverteilung 
und Bewegungszustand des Ereisels selbst bedingt war, ist die Periode 
der jetzt zu besprecbenden, Nutation durcb den 'Wecbsel 

der aufseren Erafte vorgeSchrieben und stimmt in unserem Falie mit 
der Periode der Mondknotenbewegung iiberein. 

Im Allgemeinen kann man sagen, dafs das Problem der erzwungenen 
Scbwingungen, wenn man von besonderen Vorkommnissen (Reso- 
nanz etc.) absiebt, ein einfacberes ist wie das der freien Scbwingungen, 
eben desbalb weil die Periode der Scbwingungen nicbt erst aus der 
Natur des scbwingenden Systems erscblossen zu werden brauobt, 
sondern von vornberein bekannt ist. Wenn das Problem in unserem' 
Falie etwas kompliziert aussieht, so liegt dies nur an dem. zusammen- 
gesetzten Cbarakter der wii-kenden Erafte. Ubrigens ist der Weg, den 
wir einscblagen werden, vorbildUcb fur die Bebandlung jeder Art er- 
zwungener Scbwingnngen, ■ falls dieselben binreicbend klein ausfaUen. 
Den erzwungenen Scbwingungen konnen sicb allemal nocb freie 
Scbwingungen iiberlagern, wovon wir indessen im vorliegenden Falie 
abseben dtirfen, da wir auf die Moglichkeit solcher freier Scbwingungen 
im nacbsten Abscbnitt ausfiihrlich zu sprecben kommen. 

Matbematiscb gesprocben bedeutet das Zuruokstellen der freien 
Scbwingungen, dafs wir uns mit einem partihuld/ren Integral des vor- 
gelegten Bewegungsproblems begniigen woUen^ namliob mit demjenigen 
Integral, welches rein periodiscb im Zeitmafs des Eraftwecbsels ver- 
anderlicb ist und eben desbalb die ermungene Scbwingung beifst. 
Das allgemeim Integral entstebt bieraus durcb Hinzufugung der all- 
gemeinsten freim Scbwingung, d. b. derjenigen aRgemeinen Losung, 
welcbe dem kraftefreien Falie entspricbt, und zwar in Strenge, wenn 
das Problem durcb lineare Differentialgleicbungen festgelegt ist, mit 
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einem gewissen Grade der Annalieruiig, weim, wie im Torliegeiideii 
Falle, die' Differentialgleicliungen des ProWems unter YernackrassigTUig 
kleiner Grofsen auf lineare Gleidnmgen zuriickgefiilirt werden koimen. 

Bei der Berecimnng der erz'wuiigeiieii Sckwingimgeii des Erdkorpers 
werden wir nns der Lo/gTO/HQGSch&ifh Gt&icJiUfigGfi in den KooTdindtBn 
d', (p bedienen. Auf der reebten Seite dieser Gleicbungen steben 
die Komponenteii der aufseren Kraft nacb jenen Koordinaten, d. b. in 
unserem Falle: 

dw dw 

0-8- ’ a-i/j ? d(p 

Der Ausdruek der lebendigen. Kraft beifst bekanutlicb 


~ (^'2 4- sin^ + Y (93' + cos &il^y 


nnd liefert: 

-II = J. sin cos - ^( 9 >' + cobS'iP') 


H == [0] = AS;', -1^ = Bin^Sip' + 0 cos S (qy + cos Sri)') , 

^ = [cl)] == 0(93' -4- cos S'ijj'). 

8 <p' 

Die Lagrangeseben Gleicbungen lauten nun: 

AS" — J. sin -O' eosSrl/^ + ^ Qp' “i~ c^oBStp ) &mSt{j — > 


— (A BUL^ Sip' + C cos S{q}'+ cos Sip')) 
dt ^ 


wahrend die (bitte Gleichung liefert: [0] - const. Da [0] =■ Cr ist, 
wo r die Dmdrehungageschwindigkeit der Brde um ihre Fi^enaxe 
und 2iclr die Dauer des Stemtages ist, so wird audi r konstmt nnd 
mithin die Lange des Stemtages dnrcli die in Eede Btehenden Mon - 

storungen niebt beeinflufst. ^ n ,/ ■ j- 

Wir filliim die Winkelgeschwindigkeit 9) + cosfrti. m die 

vorstelienden ftleioliungen ein nnd sohreilien dieselben einfacher; 

^ ^ , dW 

J.#" - J. sin a - 003 S' -i- C sm «■ rif' •= -jj- , 

I {A sin^ Sip' -{■ G cos -d’r) == • 


Jetet berncksicktigen wir, dafs die Winkeltoderungen f ® “ 

faki'ungsgemafs aufserordentlioh viel langsamer erlolgen nnd erne anise 
ordentfick viel kleinere Amplitude kaben, wie die DmdreW r, d^s 
daker r sehr grols sein wird gegen 91' nnd Dementspreokend werden 
wir alle GHeder linkerkand, welcke nicktr als Paitor besiten, streicken 
und die vorigen Gleicbungen folgendermaXsen Yerei ac en. 


r 









CBmd'rtp' 
— Osin^rQ'' 


dw 
d& ^ 
dW 

d'ip 


'' Y 

Setzen wir reehtei'hand die Werte aus (10) ein, so ergiebt sich: 


i>' 






2 Or 

8 wi /27t\*G~A 


«in50cos6o^eos(N._^), 


2 M+m, (j^j '' Or^ ^ sin (N i — ■(/,) . 

Hier kSnnen wir abermals eine Vereinfachnng . eintreten lassen, inder. 
wir anf der «ohten Seite die in erster Nahemng gefimdenen Wert- 
fur f und # (s. SL (11) auB § 1), namlict ^ + 60"i — * j-vt 

1 • 1.4. emtragen. Die Integration nacb t lafst sicli danx 

leicbt ausfiihren und liefert; 


( 11 ) 


S' 


tn» 


2 


m 


Gr 


A Bin 6® COB 6® 

N _ y '^0 COS (N ^ 


t/i = -£. /2ro\»0 — ^ sin 6° cos 6® cos 2-0’. , 


^tongemmmn. Wie wir sehen iat sowoU der Winkel » wie der 
Wmkel ^ ei^r tarmoniechen Schwankung unterworfen, deren Periode 
r w , 7 2»/N ruBammenfaUt (Wir kfinnen nai^eh 

N'oUfwfr die der Mondkno 

LS-i a die numeriBchen Werte der 

~ == 2 ctg 2 -S-Q =: 1^9 

S“:it^h:ir:!Lt das Jahr 


M 


m, 


= 82, 


C~A 

G 


— T 
806 ^ ^ s 


27 Vs 

866 ‘4 ^ »■==-- 22r • B66y^, 

also die Amplitude von #, in Sekunden ausgedruckti 


N 


23*: 

18%' 


T 4 ■ . 60 


83 '366% '(27yJ* gTs 


23r 


= 9' 


Hieraus folgt 

ft = 1,9 • a = 17" 

kleineEHipso, 

Are derselben !>« Krofse 
ragt a _. 9,21 ; sie ist nacb dem Pole der Ekiiptik 
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limgericlitet. Die Heine Axe wird, wie eine elementargeometrische 
tfberleguiig zeigt, & sin #0 = 6,86". 

Wir wollen scHierslicli die am ScHusse des ersten Paragraphen 
gegebene Darstellung der Erdaxenbewegung (Grl. (11) von pag. 643) 
dnrch Hinzufiignng von NntationsgMedern vervoUstilndigen. Sie iautet 
alsdann: 

I ^ == 'J/'o + 4- 17" sin (Ni — , 

U-23"2r + 9"co8(Ni-^o)- 

§ 4. Scblufsbemerkungen znm Problem der Pr&cession und Nutation. 

Die Bestimmung der Mondmasse und der Elliptizitat dor Erde. 

Mit den bisberigen Korrektionen ist aber die Sacbe nocb lange 
nicbt abgetban. Zunacbst kann man den Einflufs der Mondknoten- 
bewegung weiter verfolgen und GHieder von der Periode -jq-, etc. 
berecbnen. Die ersteren werden in der Praxis wirHicb beruoksicbtigt, 
obgleicb ibre Amplitnden nur den zebnten bez. funften Teil einer Sekunde 
betragen. Sodann aber ware die Excentrizitat der Sonnen- und nament- 
licb die der Mondbabn und deren Apsidenbewegung zn beriicksicbtigen, 
durch welclie nicbt nur die periodiscben Glieder, sondern aucb der saku- 
lare Pracessionsterm beeinflufst wird. Die bieraus resultierende Korrek- 
tion der Pracessionsgescbwindigkeit betriigt abermals weniger als 1". 

Ferner wollen v/ir bier noebmals auf die oben besprocbenen aber 
nicbt durcbgerecbneten Einfliisse binweisen, welcbe von der wecbselnden 
Stellung von, Sonne und Mond in ibrer Balm berriibren und welcbe 
zur Periode einon aliquoten Teil des Sonnen- oder Mondumlaufs baben. 

Endlicli. ist zu bodenlceii, dafs alle Elemente, welcbe in unsere 
Itecbnungen eiugeben, siikularen Anderungen unterworfen siiid, So die 
ExzentrizitSit der Erdbabn, die Lage der Ekliptik am Fixsterm 
binimel etc., Anderungen, welcbe man iiblicber Weise in eine nacb 
Potenzen von t fortsebreitende .Tteibe entwickelt. Hieraus folgt ins- 
besondere, dafs aucb die Pracessionsgescbwindigkeit nicbt einfach der 
Zeit proportional ist, soudem ibrerseits durch eine Potenzreibe in t 
dargestellt wird. Allerdings ist sebon der Koeffizient von in dieser 
Reibe ilufserst Hein, ca. lO-^-l"^ trotzdem geniigt sein Vorbandensein, 
urn Resultate, welcbe sicb auf eine langere Reibe von Jabren bezieben 
und nur aus dem ersten Gliede {yt) gezogen sind, wie z. B. die am 
Anfang dieses Absebnittes gegebene Bereebnung der Periode von 
26 000 Jabren, einigermafsen illusoriscb ersebeinen zu las sen. 

Bei Beriicksiebtigung dieser versobiedenen Einflusae werden die 
Formeln fiir die Bewegung der Erdaxe wesentlicb komplizierter. Die 
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Pracession wird niclit melir eine gleicliforaiige, sondern wegen der 
zuletzt genanaten Verhaltnisse eine etwas beschleunigte oder Yerzogerte 
sem. Aufserdem wird sicli der bislier besproohenen hanptsaclilicben 
Nutation eine Reibe sekundarer Nutationen, z. B. eine Nutation yon 
der balben Periode der Mondknoten, you der balben Periode des 
Sonnen- und Mondumganges etc. iiberlagem. TJm ein Bild yon den 
so entstebenden Formeln zu geben, setzen wir als Gregenstiick zu den 
Nabenmgsformeln Yom Scblusse des yorigen Paragrapben die folgende 
Yollstandigere Bescbreibung der Erdaxenbewegnng ber. Bieselbe ist 
mit Abanderung der Bezeicbnungen dem Werke yon Tisserand*) 
entnommen; der XJrsprung und die Bedeutung der eiilzelnen Terme 
wird nacb dem Vorbergebenden klar sein: 


^ ^ 50", 37140 1 - 0" 00010881 

- 17" 251 sinNj5 + 0", 207 8in2N^ 

- 1",269 Bin ^ - 0" 204 sin , 

-‘l -t-t 

^ = 23® 27' 32" 0 + 0" 00000719 

+ 9", 223 cos N ^ - 0",090 cos 2 N ^ 

+ 0",551 COB + 0",089 cos ^ ■ 

■‘■1 J-i 


Aucb diese yollstandigere Pormel beanspnicbt nicbt, exakt zu sein, 
und darf ebensowenig wie unsere friibere Barstellung auf beliebig 
lange Zeitraume ausgedebnt werden. Ibr Zweck ist yielmebr nur der, 
unter den beutzutage giiltigen Werten der asti-onomischen Konstanten 
die Vorausbestimmung der Lage der Erdaxe fur einen den Bediirf- 
nissen des recbnenden Astronomen genugenden Zeitraum zu ermoglicben. 
Andere Autoren**) geben nocb langere Formeln an. 

_ Zum Scblusse dieses Abscbnittes babeu wir nocb einen gewisseii 
ZirkelscbluTs zu besprecben, den wir uns im Vorangebenden bei den 
numeriscben Recbnungen zu Scbulden Itommen lassen mufsten und 
den bereits pag. 642 bingewiesen wurde. Es bandelt sicb urn das 
VerMUnis Erdmasse m Mondmasse M/m^ und um die sog. Elliptmtm 
Er(ie (ygl. wegen der Benennung § 8 des vorigen Kap.), d. b. das 
Verbaltms {G~A)IA. Wabrend wir im Vorstebenden gewisse Zahlen- 
werte fur di ese Grofsen zu Grunde legten, um dai-aus die Grofse der 

wir zwei der 

geCdeAhaben" "^terdriickt, welche im Vorstebenden keine Erklarung 

der Kometen nnd Planeten, 

Leipzig 1870 und 1882, Bd. I, erster Toil. 
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PracGSsionBgeschwmdigkeit und die Amplituden der Nutation zu be- 
reclmen^ liegt in Wirkliclikeit die Saclie so, dafs die zuverlaasigsteii 
Zalilenwerte jener beiden Verbaltnisse eben aus der Beobachtiuig von 
Pracession und Nutation gefolgert werden. Damit entfallt dann logiscber 
Weise die Moglicbkeit, die Pracession und Nutation vorauszuberecbnen. 
AuBerdem liegt auck nocb die pbysikaliscbe Voraussetzung zu Grunde, 
dafs man die Erde far die bier berecbneten Wirkungen als starr an- 
sehen da-rf , worauf wir im folgenden Absebnitt zuriickkommen. 

Wir saben oben, dafs sowobl in den tbeoretiscben Ausdruck der 
Pracessionsgescbwindigkeit v (Gl. (6') von pag. 641) wie in den Aus- 
druck der Nutationsamplituden a und h (Gl. (11) von pag. 660) die 
beiden Grofsen {C~A)/G und M/m^ eingeben. Entnebmen wir also 
den Beobachtungen zwei moglicbst genaue Werte, beispielsweise von 
V und a, so baben wir zwei Gleicbungen zur Bestimmung der beiden 
Unbekannten — und Mjm^. Man findet auf solcbe Weise 

als die heutzutage vertrauenswiirdigsten Werte dieser beiden TJn- 
bekannten*) 

cr-A 1 M oi RU 

G 304 , 9 ^ Wa “ 

Dem entsprecben die oben benutzten abgekurzten Zablenwerte 1/305 
und 82. Fiir die sog. Elliptizitat ergibt sick mit derselben Naberung 
(0 - A)/J- - 1/304. 

tjbrigens stimmen die auf anderen Wegen kierfiir erbaltenen Zablen 
(z. B. aus der Gradmessung der Erde, aus den Storungen der Mond- 
bakn durcb die Erde und der Erdbabn durck den Mond) mit den an- 
gegebenen Zablen soweit uberein, als man es bei der grofeeren Un- 
siokerbeit dieser letzteren Bestimmungsweisen erwarten kann. 


B. Geophyslkalische Anwendnngen. 

§ 5. Die Enlersclie Periode der Polsckwankungen, tbeoretisobe 

Bebandlung. 

Es ist uns von fruher her woUbekamit, dafs imter dem Binfluls 
der Scliwere die reiw PrSeessimsbewegung des Kreisels emeu Aus- 

i-. B.™ » t: 

disclieu Schwaukungen der Kreiselaxe uberlagert wird, welche 

■^•7 VglTE^yklop d. Mathem. Wi>.. VI, Art 17 vou Bausohiuger, Be- 
Btimmmg und ZuBUnmenhang der aBteonomiBchen CoMtanten Nr. 20. 
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dings bei hinreichend startem Eigenimpula m der Begel mjmerklioh 
Hein, warden. Diese Sdiwsnkungen warden Nvia&mm schleohtweir 
genannt; *a: freiiien sie jetet sum TJasersehied von den im vorieen 
Absohnitt besprochenen Nntationen als freie NutaMonm bezeiohnen 
Aus . der Zimatoensetznng dieaer feeien Nutationen mit der gleicb^ 
jSrmigen Pracession entsUnd nnsere „]ismdaregtilme ^rScession'^ 

Ea drSngt eieb nns ntm die Kage auf :' 1st die im Torigen Ab 
sohiutt bereebnete Pracession der Erdane von Sebwaninngen beoieitet 
welcbe mcht von den AuIseren ErBften erzwungen sind,. sondew die 
freien Schwingungen des Systems dsj-stellen? oder, Ittrzet gesant- 
IM dK ^mprnmegmg da- Erde, vesm vit von alien erzwuneenen 
Scbwmku^en abseben, «« regulSre oda dm psmdoregvddre Pracmirn? 

ae ftantwortang dieser Erage erfordert das Zusamtnenwn-fcen 
von ^om und Beobacbtung. Wir geben znnacbst die Tbeorie 
Das Wort Erdaxe ist zweidentig. Alan bezeiebnet- damit eineiseits 
e^rmae ia Erde, d. b. diejenige Haupttragbeitsaxe der Erde 
welcbe pngefata nut der Verbindungslinie von Nord- .nnd Sfldpol zn- 
sammenfallt, alw eme im Erdkaya feste Axe; andrerseits meint man 
dami die a^edblieUm SotaUmsaxe der Erddrebnng, also eine Gerade 
welcbe gsMu den mstantanen Nord- nnd Sildpol verbindet nnd daheb 
mstantan « B«»,s /sst ist. Dais beide Bedentnngen nicbt znsammen- 
aUen, ist getnde der Gegenstand der folgenden ErSrternngen, bai 
denen wir zwiseben Eignren- nnd KotationsaXe wohl zu nntersebeiden 

wnrdS^araC®*" f" PBaadoregnlSren Pracession 

die folgenden angenaberten Gleicbiingen bestirnmt (s. pag. 303, Gl. (H)): 

( 1 ) 


COS «• = cos -f a ^in sin 




^ ' Bin .g-,, 


COB^t, 


rsdTaotef folgendermaBen 

(!') , 


iY sin g-g sm«0^Q. 


taiaStoSew^ (1) gol-- den Pracessions- 

war, im Fade der Erde dar^b 

Ausdraek 13V von aae <Un a *■ ™ ist, wo P dnrcb den 

die freie Nutation and intere^i^r zweiten Gbeder liefem 

una mteressieren nns brer aassehlielslicb. Sie be- 
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deuten eine hreisfdrmige Schwing'Ung ^Ob) , d. L der Diircli- 

schnitt der Figurenaxe mit dem Himraelsgewolbe besclireibt, weim 
man von der Praeessionsbewegung und den im vorigen Paragrapben 
betracbteten erzwvmgenen Schwankungen absiebt, einen kleinen Kreis 
am Himmel. Die scbeinbare Grrofse des Radius betragt a und bangt 
yon der Anfangalage des Impulses ab, auf vrelobe sicb die Grrofse n' 
in Gl. (1 ) bezielit. bedeutet die mittlere Neigung der Figurenaxe 
gegen die Normale zur Ekliptik wabrend dieser Ereisscbwmgung. Die 
Scb-wingungsperiode r, d. b. die Zeit, in der der Kreis einmal durcb- 
laufen wird, ist durch die Gleicbung besbimmt 

2 jc N ■■ G 

— = -j- ~ -j-y, 

r A A ^ 

WO r, die Winkelgesobwindigkeit der Erdumdrebung, gleicb 2 ?^ divi- 
(Herfc durch die Ibange des Sterntages ist. Nebmen wir letzteren zur 
Zeiteinbeit, so wird r~ 2 st und t^AJC. Die Schwingungsperiode ist 
also, da C nur wenig grofser ist als A, ein wenig Iddner als ein 
siderischer Tag. 

Dies Rosultat war vorherzuseben. Wenn namlicb die Figurenaxe 
mit der Rotationsaxe nicbt zusammenfallt, wird erstere urn letztere 
auf oinem Kreislcegel berumgefiibrt. Stande nun die Rotationsaxe 
vollig still, so wtirde die Periode genau einen Tag betragen; wecbselt 
sie langsam ibren Platz, so weicbt die Periode nur wenig von einem 
Tage ab. 

Indessen lafst sicb die somit als moglich nacbgewiesene nabezu 
einiiigige Bcbwankung der Figurenaxe durcb die Beobacbtung nicbt 
feststellen, weil sicb die Beobacbtung am Himmel notwendig auf den 
Wecbsel dor Rotationsaxe beziebt. Zu letzterer wenden wir uns jetzt. 

Daboi warden wir zu unterscbeiden baben zwiscben dm. Wechsel 
der Eotationsaxe gegen den- Emm und ibrem Wechsel rdaiw gegen den 
FmlMrper. Ersterer wird bestimmt durch die Komponenten g, 

let/,tor<jr durcb die Komponenten p, q, r des Drebungsvektors, welcbe 
bcido durch die Gl. (7) und (8) von pag. 45 mit den Euierscben 
Winkeiii (p, tjj, D- in Beziehung gesetzt sind. Die :t, jc, p sind 
Koordinaton der I^unkte der Herpolfwdie, die p, q, r die der Polhodk. 

Die Werte der «, x, g lauteten 

3t = cos ^ + 9?' sin -O' sin ^ , 

X — O'' sin iIj — sm - 9 ’ cos , 

Q Z=> ijj -|" cos ^(p ^ 

sie beziebon sich. auf ein ira Raume festes Koordinatensystem ir, g. 0, 
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dessen dritte Axe in unserem Falle mit der Normalexi der Ekiiptik 
zusammenfallt, (-weil wir von, dieser atis deii Winkel &• messen), iind 
dessen erste Axe der in der Ekiiptik gelegene Strakl if) = 0 ist (nach 
allgemeiner Festsetzung fiber die Messung des Winkels ifj). Es ist 
aber beqnemer ein Koordinatensystem zu benutzen, dessen dritte Axe 
mit der mittleren Lage der Figurenaxe zusammenfallt, also gegen die 
Normale der Ekiiptik nm den Winkel -O-q geneigt ist. Die erste Axe 
des nenen Systems moge mit der ersten Axe des alten Systems fiber- 
einstimmen. Bezeichuen wir die Koordinaten des Drebnngsvektors in 
diesem neuen System mit so wird ersicbtlicb 

jTi = 3r, 

jCj == 3f eos-^'o. + p sin-O’o, 
pj = — jc sin-S-Q + p cos O’q. 

Setzen wir aus (2) ein, so ergiebt sicb 
== %•' cos i) cp' sin ■0’ sin ip , 

= -O-'coS'O'oSin^ — 9)'(sin0'COS0’oCO8i^~sin0’oCos0’) + i/;'sin0-o, 
Pi =— 0’''sm0'osin^-f 9>'(8i^'^oSi^'^coS'^+cos0’oCOS'9’) + cos'll, 

Nnn ist zu berficksicbtigen, dafs nacb (1) -- %'q und ip, sowie 

die Differentialquotienten d-' und ip' kleine Grofsen sind; lassen wir 
aufserdem den uns bier niebt interessierenden Pracessionsterm Pt/N 
fort, so werden aUe jene Grofsen von der Ordnung der Nutations- 
ampbtude a. Wir konnen namlicb, indem wir cos '0 entwickeln, statt 
(1) scbreiben: 

(4) I 

I sin -O-Q ^ = a cos ^ sin 'S’o ip' — — — sin . 

. Id den Gleichungen (3) sollen nur die Glieder niedrigster Ordnung 
der kleinen Grofsen beibebalten werden. Wir setzen daber cos ip = 1, 
smip Ip, sin#’ siu"^ == sin-d’^ • ip, d'' simp == 0 etc. und erbalten: 

% = -O’' -b (p' sin d'Q • Ip, 

=== ~ 9 ' — -^o) + ’4’' siu 0-0 , 

Ql^ <p' + Ip' COB d’Q. 

Des Weiteren bemerken wir, dafs q)' + cos d'(,ip' nacb den Glei- 
cbungen (7) von pag. 45 gleich der Winkelgescbwindigkeit r der Erd- 
umdrebung, also gleicb ^Tt ist, wenn wir wieder den Sterntag als 
Zeiteinbeit wablen. Die letzte Gleicbung lautet daber Q^~2sf, in 
den beiden ersten Gleicbungen dfirfen wir direkt <p' = 2x nebmen, 
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weil tier g/ mit den kleinen Grofsen if) und -O’ — -9-^ multipliziert er- 
sclieini Somit folgt: 

O’' 4" 2:t sm'9’o^, 

= — 23t ('9' — 4- Ip' sin ■9’o, 

Pj = 27t. 

Indein wir nnn die Werte- von ip, tp' etc. aus (4) eintragen nnd 
beriicksiclitigen, dafs N — Cr ~ 2jtC ist, erbalten wir schliefslicli die 
folgende Darstellung der EerpolJwdie: 

i % == — 2:rca cos23t ~ t, 


— 27 ta 


— sin 2% 


vpi==2ji:. 

Wir erkennen kierans: Die Rotationsaxe leschreiU im Baume einen 
Kreiskegel um die Richtung unserer dritten Koordinatenaxe g, d. h. im 
die miUlcre Lage der Figurenaxe. Die Zdtdauer, in der sie dksen 
Krekkegel einmctl durddduft, ist wieder z — AJC, also wenig Meiner 
wie cin Btamtag. 

Wir kdnii6ii auoh sagen, dafs in der gleicken Zeit der Scknittpunkt 
der Itotationsaxe mit dem Himmelsgewolbe einen Kreis durcblauft. Der 
scdieinbaro Radius desselben, gemessen durcb denjenigen Winkel, imter 
dem er von der Erde geseben wird, betragt (bei Vertauscbtuig der 
trigonometrischen Tangente mit dem Bogen): 

•|/7g,*4- ^ ^ G—A: 

Diesor Rudiiis ist erbeblicb kleiner ivie der scbeinbare Radius a des- 
jenigmi KrciseB, den der Scbnittpunkt der Figurenaxe mit dem Himmels- 
'gewiilbe beschreibt.^ Wir fanden namlicb (vgl. pag. 663) 

((>) 

Die Sdiwanhing der Rotationsaxe im Ramie hetragt also haum den 
Teil derjenigen der Figurenaxe. Da sick nun, wie wir se en 
worilmi, auB <ien BeobacMangen ergiebt, dafs die WmJcelgi«se^ hart 
ail der Grenze dcs Beobachtbaren liegt, so mrd sieb die Wi e - 
grofse der Beobacbtiing vollig entziehea. Man 

wird also fit aUe praJctischen Fni^m anmhmai d&rfm, dafs die Sola- 

Him KIP re im ttiiume voUig stille steM. 

N t “lii ist die obige DarsteUung der HerpoBiodietove mcM 
viillig exakt, weil wir erstens hdhere Glieder weggelassen imd zweiteas 
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die Pracessioneterme vernaclilassigt haben. Hatten wir letztere mit 
berucksichtigt, so batten wir statt des Kreises am Himmelsgewolbe 
eine sehr eng verscblnngene Cykloide bekommen. 

Interessanter ist das Studium der JPolhodie. Ibre Koordinaten 
p, q, r sind durcb die Gdeicbungen (7) von pag. 45 gegeben: 
p= '9’'cos 9> + V'^sin^sin^), 
q =—&' siiKp if;' smd' Qosg) f 
r = q)' coBd-ip'. 

Die letzte Koordinate ist konstant, namlicb bei unserer Wahl der Zeit- 
einbeit gleicb 2x. In den beiden ersten Gleichnngen setzen wir fiir 
nnd ir' die Werte aus (4) ein, scbreiben, unter Vernacblassigung 
kleiner Grdfsen boberer Ordnung^ sin -S’ = sin - 0-0 , <p = 2xt , 2stC 

und erbalten; 

p=~-2!!ca-^i^cos2yt~ico823tt-}-siji23C~t8m2:xt^ , 
q= 2tJca~(cos2n^tsm2nt~sbi2%^t(ioa2jttY 

r = 2jc 

Oder: 

p=== — 2na~coB2n^-^^~t, 

2 — 
r — 2n, 

Dies ist die gesucbte BarsteUung der Folhodie. Sie zeigt nns, dafs 
die FohUomaxe auch im Fh-dUrper eiimi Kreiskegd leschrdlt imd 0 war 
um die Figwenaxe der Frde. JDer Witikel an der Spit^e dessdhen 
zwischen der Figurenaxe und den Erzeugenden des Kegels ist (bei Yer- 
tauscbung der trigonometriscben Tangente mit dem Bogen); 

r ' a' 

Dieser Winkel ist also 0/(0- J.) = 305 mal grofser wie der ent- 
sprecbende Winkel des Herpolbodiekegels. Die Zed, in der die Bofa- 
tionsaxe denFolhodieJcegdeinmal darchldtift, betragt dabei J'/(0— ^t)=304 
Sterntage oder rimd 10 Monate. .Diese Zeit beifst die FulerscU Feriode 
Oder der Mlersche GgMus, weil bereits Euler'^’) die notigen tbeore- 
bseben Vorarbeiten zur Berecbming dieser Periode geiiefert bat. 

■ *) Mechanica give motus scientia. Petersburg 1786, dritter Teil, Kap. XVI, 

§ 839 ff. Theona motus corporum solidorum seu rigidorum, Greifswald 1765, 
itap. AU §§ 711, 717—- 732. Der numerische Wert 304, scheint allerdings bei Euler 
nocb mcht vorzukomiueu. 
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Katitrlicli sind anch die Gleictungeii (7) nicht ganz ToUstandig, 
insofeni wir Ijei ilirer Ableitung von den Pracessionsgliedem abgeseteii 
liaben; woUten wir letstere mit beriicksiclitigeii, so wurden zu den 
obigen Werten der p nnd g noch gewiese leicht angebbare Crlieder 
von sebr kleinem Betrage nnd von der Periode eines Stemtages binzu- 
kommen. 

tibrigens lassen sicb die obigen Werte der p imd q anob nn- 
mitteibar arts den Eulersciien. Gleichiingen entnebmen, Tvenn man be- 
denkt, dafs die in Redo stebende Bewegimg eiue freie Nutation ist, 
imd dementsprechend bei ibrer Berecbnung von den aufseren Kraften 
(Sonnen- und Mondanziebung) abstrabiert. Die Eulerscben Gleicbimgen 
lauten dann (vgl. pag. 140) fur A B und r == const. ~ 2 

A§^2x(A~C)i, A^^^xiC- A) p . 
und geben integriert (vgl. pag. 151, Gl. (6')): 

» .0~A, 

Srt* — j — t 

p-{-iq==ce , 

Man braucbt scbliefsHcb nur in eiaen reellen und imaginaren Teil 
aufzulosen, urn im Wesentlicben (namlich bis auf die abgeanderte 
Bezeicbnung der Integratioiiskonstanten) die Gieiehungen (7) wieder- 
zufinden. 

Es ist niitzbcb, diese Verhaltniase im Sinne Poinsots durcb die 
Pigur des Polhodie- und HerpoUxodiekegels zu veranscbaulicben und 
mit derjenigen Pigur zu yergleicben, welcbe in gleicber Weiae die 
Verbaitnisse bei der (durcb Sonnen- und Mondanziebung erzwungenen) 
Pr'acession der Erdaxe darstellt. Dies gescbebe in den Pig. 100 a und b. 

In Pig. lOGa (erzvrangene Pr'acession) findet die Bevregung der 
Erdaxe um die Normale der EHiptik (N) in dem mebrfacb genannten 
ungefabren Zeitraum von 26000 Jabren statt. * Der Wmkel an der 
Spitze des Herpolbodiekegcls (eigentlicb Winkel zvpiscben der Normalen 
N und dier Botationsaxej v?'ofur wir aber obne irgend emen Pehler aucb 
den Winkel zwiscben der Normalen N und der Figwrenaxe nebmen 
konnen) betragt 2B7g®. Die OSnung des Polbodiokegels wurde pag. 49 
berecbnet und nacb GL (2) daselbst gefunden zu sin 23 y 2 ®/ 365-26 000 
= ungefabr 0,01"; die EJoinbeit des Polbodiekegels wurde a. a. 0. durcb 
die Angabe veranscbaulicbt, dais er auf der Erdoberflacbe einen um. 
den Noirdpol bescbiiebenen Kreis von nur 27 cm Radius ausscbneidet. 
Wir baben also einen giemlich wmtm HerpolJwdieJcegd imd emm mfserst 
spitgm Folhodiekegd. In Pig. 100 a konnten wir patiirlicb nicbt an- 
nabemd das wirkliebe quantitative Terbaltnis beider Kegel zum Aus- 

Kl«iB-Sojaia«*f«ld, Kreiieibowflgtsaf. III. Aufl. 48 
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druck kringen; vielmehr ist der , Polhodiekegel verhaltnismafsig i 
10® mal m breit gezeiclinet. Wir baben uns vorzustellen, dais der 
der Erde feste and an der Erdumdrebimg teilnehmende Polbodiekc 
sicb in einem Tage, von J?’ aus geseben entgegen dem TJbrzeigersii 
einmal umdrebt und dabei ohne zn gleiten im Innern des Her] 
bodiekegels abrollt. Wegen seiner aufserordentlicben Kleinbeit dui 



mifst er den Mantel des Herpolbodiekegels erst in 26 000 Jabren einr 
Der Sinn des AbroUens ergibt sicb aus dem XJmdrebungssmne 
Polbodiekegels und erfolgt in der Figur von recbts iiber vorn n 
links, also von N geseben m Uhrzeigersinne. 

Wir betracbten nun Fig. 100 b (freie Nutation). Die Bewegi 
findet bier um die mittlere Lage der Figurenaie statt (die in 
Figur vertikal gezeichnete G-erade OF^, im Gegensatz zu der aug 

bbckbcben Lage der Figurenaxe OF). Der Winkel an der Spitze 

C 

Polbodiekegels betragt nacb Obigem a , der des Herpolbodiekej 

Q 

^~A — ’ Verbiiltnis beider wurde gleicb 305 gefunden, JeUt 

also der SerpolhocUekegel erheblieh s^giUer wie der FolhodieJcegel ; aucb 1 
konnte das zabienmafsige Verbaltnis beider Kegel in der Figur ni 
zum ricbtigen Ausdruck gebracbt und mufste der Herpolbodiekegel ^ 
baltnismafsig vie! zu stumpf gezeiclinet werden. Nacb unseren Fornd 
bangt die absolute Grofae der Kegeldffnungen von der Grofse a 
iiber die nur die Beobacbtungen Aufscblufs geben konnen. Wir s 
also einstweilen iiber die wirklicbe Gestalt von Polbodie- und Her] 
bodiekegel im Unklaren und baben daber in Fig. 100 b dem Polbo< 
kegel etwa diejenige Grofse gegeben, wio sie dem Herpolbodiekegel 
Fig. 100 a zukommt. In Wirkli'cbkeit wird, da die Beobaobtunj 
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emeu aufserst kleinen Wert von a ergeben, aucb. der Polhodiekegel 
auTserst spitz und der Herpolliodiekegel dementgpreclierid nocb, 300 mal 
spitzer. Pig. 100 b, kann daber nnr eine grobe qualitative Veran- 
scbaulicliung der Yerhaltnisse geben. Wir miissen uns nun vorstellen, 
dafs der relativ weite Polhodiekegel, der den engen Herpolbodiekegel 
umfafst, mit der Greschwindigkeit der Erdumdrebung rotiert und. dabei 
obne zu gleiten auf dem Heipolbodiekegel abrollt. Der Drebsinn des 
Polbodiekegels ist wieder, von F geseben^ dem Ubrzeigersinne ent- 
gegengeseM. Daraus folgt, dais das Abrollen, von aus geseben, 
ebenfalls entgegen dem Ubrzeigersinne erfolgt. Die Berubrungslinie 
beider Kegel stellt uns die Lage der Rotationsaxe sowobl im Raume 
wie in der Erde dar. Sic Iduft im . Maume in etwas weniger tcie 
einem Sterntage urn. Wenn namlicb die Beriibrungsbnie nacb ein- 
maliger Durchmessung des Herpolbodiekegels wieder in ibre urspriing- 
licbe Lage anf dem Herpolbodiekegel (OA der Pigur) zuriickgekelnt 
ist, befindet sie sicb in Deckung mit derjenigen Erzeugenden OB 
des Polbodiekegels, die wir erbalten, indem wir den auf dem Pol- 
bodiekegel gemessenen Bogen AB gleicb dem Umfange des Herpol- 
hodiekegels im Abstande OA von 0 macben. Der Strabl OA, als 
Erzeugende des Polbodiekegels betracbtet, ist infolgedessen nocb nicbt 
in seine Anfangslage zuriickgekebi't; die Zeitdauer des Umlaufs der 
Rotationsaxe auf dem Herpolbodiekegel wird daher etwas kleiner als 
die Zeitdauer, in der ein Strabl, des Polbodiekegels eiumal umlauft, 
welcbe ibrerseits gleicb einem Sterntage ist. Auf dem PolhodieJcegel 
andrerseits Iduft die Botationsaxe erkeblich langsamer um. Da sie 
namlicb wabrend eines Sterntages um wenig mebr als das Stiickcben 
AB auf dem Polbodiekegel im Sinne der Erddrebung vorgeruckt ist, 
dauert es eine erbeblicbe Anzalil von Sterntagen, bis sie den ganzen 
Umfang des Polbodiekegels durcbinessen bat. Diese Anzabl wurde 
oben als Eulerscber Cyklus bezeicbnet und gleicb 304 gefunden. 
Nacb der Pigur in, Ubereinstimmung mit unseren obigen Recbnungen 
wird das Yerbaltnis zwiscben der Umlaufszeit der .Rotationsaxe in der 
Erde imd derjenigen im Raume gleicb dem Verbaltnis des Umfanges 
des Polbodiekegels zu demjenigen des Herpolbodiekegels, in gleicbem 
Abstand von der Spitze der Kegel gemessen. 

In unseren Recbnungen sowobl wie in unseren Zeicbnungen baben 
wir aus guten Griinden die Behan dlung der erzwungenen Pracession 
von der der freien Nutation abgesondert und die erzwungenen Nuta- 
tionen iiberbaupt bei Seite gelassen (die man ebenfalls mit Poinsot- 
scben Vorstellungen begleiten konnte). 

In Wirkbchkeit findet natiirlicb eine Uberlageruug dieser verschie- 
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denen Bewegungen und damit eine 0berlBgerung der Formein tind in ge- 
wissem Sinne eine Uberlagemng der Figuren statt. Leider verliert die 
Poinsotsclie Vorstellung der abrollenden Kegel fiir ©ine derai-tige zii- 
sammengesetzte Bewegung ibren HauptForzng, den der nmnittelbaren 
Anschanlicbkeii Wollten wir uns namlich Piiieession und Nutation in. 
einer Pigur darstellen und durcb ein Paar abroilender Kegel verwirfe- 
licben, so milfsten -vyir den Herpolhodiekegei mit aufserordentiicb. 
kleinen und knrzen Wellungen Terselien;> in welchie entsprecbLende 
Wellungen des Polhodiekegels eingreifen/ Pttr das anschauliche Ver- 
standttis des Vorganges wird luerdurcli aber niobts gewonnen. 

Scbliefslicb gehen wir im Interesse der folgenden Diskussionen 
Ton dem uns nunmebr bekannten Polbodiekegel bei der freien Nutation 
zu demjenigen Kreise fiber, den der Polbodiekegel auf der Erdober- 
flacbe ausscbneidet. Wir unterscbeiden den Durobscbnitt der Rota- 
tionsaxe mit der Erdoberflaebe, den „instantanen Erdpol", von dem 
Durcbschnitt der Figurenaxe mit der Erdoberflacbe, dem „geometrischen 
Erdpol" Unser Kreis ist der geometriscbe Ort des instantanen Pols; 
sein Mittelpunkt falit mit dem geometriscben Pole zusammen. Naclx 
der vorangebenden Tbeorie mfissen wir erwarten, dafs der instantane 
Pol den geometriscben Pol in der Periode des Eulersoben Cyklus, also 
etwa in 10 Monaten, einmal im Sinne der Erdrotation umlieist. Der 
Tom Erdmitfcelpunkte aus gesehene Radius des Exeises betriigt nach. 
Obigem a ^ ^ 

Wir werden im folgenden Paragrapben daruber zu bericbten habeii;, 
m welcher Weise sich eine derartige Bewegung des instantanen Pols 
in den Beobacbtungen der Polschwankungen bemerkiicb macbt Uber- 
scbiagen wir bier nur nocb die Cnancen der Beobacbtungsmogliohkeifc,, 
so seben wir, dafs diese jetzt viel gUnstiger iiegen, wie vorber, wo 
es sicb urn den Nacbweis der raumiichen Bewegung der RotatioMaxe 
baadelte. De^ erstens ist die Periode der Bewegung des instantanejo. 
Pols and zweitens ist ibre Grofse ca. 300 mal so grofs, wie die Period© 
nnd Grofse deqenigen Bewegung, welcbe der Scbnittpunkt der Rotations*- 
axe m Himmelsgewolbe ausffihrt. Obschon also, wie wir bemerkteu, 

die frfibere Bewegung unmerklicb war, so braucbt es darum niobt die 
jetzige zu sein. 

§ 6. Der Haohweia der PolschwanJcungen durcb die BeobaoMniag; 
die Ohandlexsoiie Period©. 

Beobacbtung werden sicb die im vorigen Paragrapben ala 
nac gewiesenen Polschwankungen durch ein© Yeranderliebkeifc 



§ 6. Die Chandlersciie Periode. 


der Breite des Beobachtungsortes rerraten. Ob man dabei die Breite 
ak geograpbiscbe (Komplement desjenigen Winkels, welchen die Lot- 
Imie des Beobacbtungsortes mit der Rotationsaxe der Erde bildet) oder 
als geocentrisehe (Komplement des Winkels, den die Verbindungslinie 
des Beobacbtungsortes imd des Erdmittelpunktee mit der Rotationsaxe 
emscbliefst) definiert, ist gleicbgilltig. In beiden EaUen handelt es 
sick urn den Winkel einer in der Erde festen Geraden mit der in der 
Erde rariabeln Rotationsaxe. Je nackdem sick die letztere bei ikrer 
Bewegimg dem Beobachtungsorte nakert oder sick yon ilnn enifernt^ 
wird die Breite des Ortes abnekmen oder wacksen. 

In der Tkat sind nun Breitensckwankungen, welcke sick nickt 
durck Beobacktungsfekler erklaren liefsen, sckon fruker zu wiederkolten 
Malen vermutet worden, so yon Peters (1842) und Nyren (1871) 
an der Stemwarte Pulkowa, von Clerk Maxwell an den Greenwicker 
Beobacktungen aus dem Jakre 1851 bis 1854. Die Amplitude der 
Sckwankung kielt sick in den Zeknteln einer Sekunde, die Angaben 
liber die Periode waren widerspreckend. Zur Sickerkeit erkoben wurde 
das Vorkandensein von Breitensckwankungen aber erst durck die be- 
sonders genauen Beobacktungen von Kiistner an der Berliner Stern- 


warte aus dem Jakre 1885. Auf die sekr ausftikrlicken Arbeiten, in 
denen Ckandler*) das gesamte vorfiegende Beobacktungsmaterial einer 
eingekenden Diskussion unterzog j kommen wir unten zurilck. 

Neues Lickt wurde auf die gauze Frage geworfen, als im Jakre 1891 
eine astronomiscke Expedition nack Honolulu zum Zwecke von Breiten- 
messungen ausgesckickt wurde, 
welcke mit gleickzeitigen Beoback- 
tungen in Berlin verglickeii war- 
den. Honolulu liegt ungefakr auf 
dem entgegengesetzten Meridian 
(171® westlick) von Berlin. Wenn 
nun die Breitensckwankungen wirk- 
lick ihren Grund in dem Wecksel 
der Rotationsaxe der Erde kaben, 
so mUssen sie sick an beiden Sta- 
tionen in entgegengesetztem Sinne 
aufsem (vgl. Fig. 101): die Breite in 
Berlin mufs zunekmen, wenn sie in Honolulu abnimmt, ein Maximum der 
Breite in Berlin mufs mit einem Minimum in Honolulu zusftmmenfallen etc, 
Wie voUstandig sick die^e Erwartung bestatigt kat, zeigen die beiden 

*) Aatronomical Journal VoL XI, XU, XT, XIX, XXI, XXR (1801-1902). 
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folgenden Diagramme*) (Fig. 102); in iMen bed^utet die iibseisse die 
Zeit wabreiid der Jabre 1891 nnd 1892, die Ordinate giebt die Ab- 
weichnng der geograpbiscben Breite ron ihrem mittleren Werte an, 
in eiaem Mafsstabe, der aus den angescbriebenen Zablen eracbtlicb ist. 
Die Amplitude der Scbwankung ist, wie wir seben, fiir beide Station en 




Kg, 102, 

ungefabr gleicb; sie liegt zwischen 0",2 nnd 0",3; vor allem aber 
seben wir: die Phase ist fiir leide kiationen genaa mtgegengesetzt. 
Durcb letztere Tbatsacbe ist aufs angenfiilligste dargetban, 
Pratenschwanicungen ih^en Grmd in Umlagerungen der BotaMonsaxe 
hdben, dafs also diese Me relativ gegen dm ErdMrper gewisse JBe- 
wegmgen ansfiihrt 

Offenbar geben zwei anf entgegengesetzten Meridianen gelegene 
Stationen, wie Berlin nnd Honolulu, nitr eino Komponente der Bewegung 
wieder, die Komponente nacb der durcb beide Stationen gelegten 
Meridianebene. Dagegen werden zur voUstandigen Kenutnis der Be- 
^^ngen zwei Stationen geniigen, deren Meridiane etwa einen rechten 
e bilde n. Wenn mebrere solcbe Stationen, insbesondere aucb 

*) Wir entnebmen dieselben den Verbandlungen der 1895 in Berlin ab- 
gebaltenen Eonferenz der intemat Erdmessung, Berlin 1896, Tafel 4. 
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auf entgegengesetzten Meridianen gelegene, zur Verfiigung stehen, so 
werden ihre Resultate sioh gegenseitig kontrollieren konnen. 

Fig. 103 steilt die Lage der Beobaclituiigsorte dar, auf welche 
sich die von der permanenten Kommission fdr internationale Erd- 
messung angeregte Festlegung der Polscliwankungen stutzt Die hier ver- 



zeichneten seeks Stationen liegeu auf dem gleichen Breitekreis von 39,8® 
und sind von der Konferenz der Internationalen Erdmessung zu Lausanne 
1896 ausgewahlt. Die Anordnung der Stationen auf einem Breitenkreise 
bietet den Vorteil, dafs iiberaU dieselben Sterne beobachtet werden konnen, 
dafs mitkin die Polbewegung abgeieitet werden kann, unabkangig von den 
angenommenen Deklinationen der Sterne. Das gesamte Beobachtungs- 
inaterial wird in Potsdam verarbeitet und fortlaufend von dem Central- 
bureau der Internationalen Erdmessung verbffentlickt. Dem Berichte*) 
von 1916 entnekmen wir die Figur 104, welcke die Beobacktungsergeb- 
nisse von 1900 bis 1912 zusammenfafst.*^) 

*) Reeultated. internationalen Breiteadienstes, Bd. V v. B. Wannacb, Berlin 1916. 

*■•) Bei der Bearbeitung des neuen Materials fiir diese Auflage bin ick von 
meinem Preunde B. Em den freuudlichst nnterstiitzt woiden. A. Sommerfeld. 
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Biese Figur stellt den Weg des Poles in dem genannten Zc 
raume dar. (Die Polbewegung yon 1890 bis 1900 ist in der erst 
Auflage dieses Buches in gleicher Weise dargestellt iind aixalysL< 
worden.) Die eingeschriebenen Zahlen bedeuten die Daten (Jahre «: 
Jahreszebn tel), auf welche die Beobachtungen samtllciier Stationen rec 
zierfc wurden. Der mitilere Pehler der einzeinen Koordinate des insta 
tanen Poles wird zn 0,03" angegeben. Dleser yerhaltnismafsig ^ei 
mittlere Pehler wird aber nur dadurch erzielt, dafs zur Ableitung jed 
Koordinate eine grofse Zahl von Einzelbeobachtungen herangezog 
wurde, die selbst einen viel grofseren mittleren Fehler habeu, D 
Urspj-ung des benutzten Koordinatensjstems entspricht der rnittleri 
Lage des instautanen Poles oder wie wir aucb sagen kdnnen, dem ge 
metrischen Pol. 

Bahn des Eotationspoles 1 900 — 1912. 
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Vergleichen wir nun diese Figur mit der yorangehenden Theorie 
der Polschwankiiugen. 

Da fallt zTinachst ins Ange, dafs die Polbahn keinem ein- 
fachen, mathematisclien ' Gesetze mit Genauigkeit geniigt, dafs sie 
einen scheinbar ziifalligen Charakter bafc und vielfach gestort ist. 
Es sind bei der vorliegenden Frage offenbar nioht mebr die ein- 
fachen Verhaltnisse der Himraelsmecbanik malsgebend, sondern wir 
befiiiden mis bier bereits auf dern verscblungenen Gebiete der Geo- 
pbysik. Nacb der abstrakten Theorie des vorigen Paragraphen 
solUe die Babnkurye ein Kreis sein; davon ist in Wirklichkeit nicht 
die Rede; in Wirklichkeit bildet sie komplizierte Spiralen, deren 
Schieifenweite in einem nahezu sechsjahrigen Zykins zu- nnd abzu- 
nehmen scheint. Aucb werden'wir bald eine Reibe Storimgeu kennen 
ierneu, welcbe die Polbewegung beeinflussen. 

Dagegen. ist zu betonen, dafs der Sinn der Polbewegung durcbweg 
mit (iem von, der Theorie geforderten Sinne der Erdnmdrebung iiber- 
einstimmt, Diese Regelmafsigkeit tritt erst in dem bier dargestellten 
Zeitraume in voile Erscheinung, in welcbem (vgl, S. 189 der cit. Arbeit 
von B, Wannacb) auf die Answertung der Beobacbtungen nacb der sog. 
„Kettenmetbode^^ verzichtet wurde. (Das Kim nr a- Glied, dessen Deutung 
friiher viel Sohwierigkeiten verursacbt hatte, tritt bei dieser Art der 
Bearbeitnng iiberhaupt nicht auf.) 

Was nun die Amplitude der Polschwanliung, d. h. den Radius- 
vektor der Polbahn betrifft, so betragt dieselbe in Gradmafs im 
Maximum etwa 0,4", im Mittel 0,2". Die in den Formeln des vorigen 
Paragraphen unbestimmt gebliebene Grofse a wiirde biernacb ira Mittel 
gleicb zu setzen sein. Auf der ErdoberflaQhe ergiebb sicb bieraus 
als raittlere Entfernung c des geofnetriscben und des iustantanen Poles etwa: 

e-ax Erdradius - I ' ^ ® 

Die oben genannte aechsjahrige Veranderlicbkeit der Amplitude zeigt 
sich in der Figur zweirnaJ, in den Jabren 1900 bis 1906 einerseits mid 
in den Jabren 1906 bis 1912 andrerseits. Sie wird sicb vermutlicb 
berausstellen als eine Schwebungserscbeinung, nainlicb als Interferenz 
zwoier Schwingungen (vgl. un ten) von der Differeiiz 

Das Hauptinteresse konzentriert sicb indessen auf die Frage nacb der 
Periode der Polbewegung. Hier zeigt sich eine zunachst iiberraschende 
Abweicbung von der Theorie, die um so bemerkenswerter ist, ala sie 
durchaus gesetzmafsig zu sein scheint. Wabrend namlich die Theorie 
eine Periode von ungefabr 10 Monaten verlangt, ergibt die Prfifung 
von Fig. 104 eine Periode von etwa 14 Monaten. Wir verfabren, 
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^mlicli roh, aber fiir unaere Zwecke hinreichend 
‘‘4immen die Anzabl der Uinlaufe wabreud dea 
ndem wir beispielsweise die Durcbgange des 
Cderidian und den Paralle kreis abzahlen; wir 
jh den Meridian sowie den Parallel Wahrend 
OrbCJLL bat der Rotationspol somit 10 Umlaufe ans- 
ae leaner ernes Umlaufes betragt daher 

14 . 4 . 

— =«= 14,4 Monate » 432 Tagen. 

Wahrend wir also die Eulersche g^nmonatliche Periode vorsufinden er- 
warten, werden wir durch die Beohachtmgen auf eine wesentlicJi langere 
Periode Mngewiesen. 

Das Verdienst, die bier bervorgetretene langere Periode entdeckt zu 
baben, gebubrfc dem amerikanischen Astronomen Cbandler, Chandler 
priiffce in den scbon zitierten umfangreicben Arbeiten rein recbnerisch obne 
tbeoretische Voreingenommenbeit das gesamte Beobachtungsmaterial der 
Breitenscbwankungen von 1840 bis 1891 und wurde dabei auf eine 
Periode von 427 Tagen *>= ca. 14 Monaten gefubrt, eine Periode, welcbe 
seitdein im Gegensatz zur Eulerschen die Chandlersche heifst. 

Obne zunacbst auf die tbeoretiscbe Erklarung dieser Periode ein- 
zugeben, wttnscben wir uns durch bloBe Diskussion der in Pig. 104 
niedergelegten Beobacbtungen ein Bild davon zu verscbaffen, wieweit 
die Polscbwankungen durch die Annabme einer 14-nionatlicben Periode 
dargestellt werden konnen. Wir werden dabei nicbt das aufserst m(ib- 
same und griindliche recbnerische Verfabren von Chandler benutzen, 
sondem ein naheliegendes graphisches Verfabren. 

Es sei w = a: + iy der Vektor vom Koordinatenursprung nach dem 
augenblickliclienOrte des instantanen Poles. Wiirde dieBewegung des Poles 
vollstandig durch eine Periode von der Lange erscbopffc, so hdnnten 
wir einfacb scbreiben 

/l\ Sni~- 

\^J w ^ ae ‘ -f- o e *» 5 

ware die Bewegung iiberdies eine reine Kreisbewegung, so wiirde von 
den beiden Konstanten a und a' die eine (sagen wir aj versobwinden; 
gleicbzeirig wurde dann die andere a durch ibren absoluten Betrag 
^n Radius des Kreises bestimmen, auf dem die Bewegung stattlindet. 

ir konnen aber sogleich, den Fall einer allgemeinen eUiptiscben Pol- 
scbwingung in Betracht ziebend, a sowobl wie a als im allgemeinen 
nicht verschwindende komplexe Grofsen voraussetzen. 

Die Kompliziertheit derPig.lOdzeigtunmittelbar, dafs dieseDarstellung 
durcbanePeriodenicbtausreicbt. WirmacbendaherdenallgemeinenAnsatz 
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indem wir yersuclien, die . wirklicii beobachtete Bewegung durcb Uber- 
lagerung 7 .weier (oder mehrerer) Scbwingangsbewegungen darziistellen. 
Es ist sebr leicht, einen Bestantdteil von bekannter Periode atis dem ror- 
liegenden Gesamtbilde der Polbewegung zu eliminieren. Wir bilden zu 
dem Zwecke nach Gil. (2) 
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wo c und c' ebenso wie vorber 6 und h' unbekannte komplexe Konstante 
bedeuten. Werin also in der Polbewegung aufser nocb eine weitere 
Periode steckt, so mufs sick diese in der von der Periode befreiten 
Different gerade so auspragen, wie die Periode in w selbst. 

Uin die oben .abgescbS.tzte Cbandlerscbe Periode von 14,4 Monaten 
reiner herausznarbeiten, nebmen wir zniiachst == 1 Jabr, eliminieren 


also alle zu erwartenden meteorologiscben Einfliisse, die durcb eine jahr- 


liche Periode dargestellt werden konnen. Am einfacbsten bestimmt man 
die Differenz “* durcb die folgende graphische K.onstfuMion’.'^^ 

Man vergleicbe den Ort dea Poles fur den Zeitpankt 1905 mit dem- 
jenigen fiir den Zeitpankt 1906. Die Verbindungslinie beider Orte giebt 
ims nacb GrOfse, Ricbtung und Sinn den Vektor tv — fur ^== 1905. 
Es ist also nur notig, diese Strecke etwa dui’ch Parallenlineale aus Fig. 104 
in eine neue Figur (105 a) zu ilbertragen. Wir erbalten so einen vom Ko- 
ordinatenursprung dieser neuenPigur auslaufen den Vektor, von dem nur der 
En dpunkt markiert nnd durcb die Zabl 1 905 bezeicbnet i st. In gleicber Weise 
verfahren wir rait den beiden Orten 1905,1 und 1906,1 in lig. 104 und 


erbalten dadurcb in Fig. 105 a einen Punkt, der der DifPerenz w'i + T-, 
fiir t = 1905,1 enispricbt und mit 1 bezeicbnet ist. So fortfahrend leiten 
wir aus der Polbabn in Pig. 104 eine neue Polbabn ab, die von dem 
jabrlicben Gliede der Bewegung befreit ist. Diese abgeleitete Pol- 
babn wird, wie man siebt, regelmafsiger als die urspriingliche. Um 
die Pigur nicbt zu verwirren, ist die abgeleitete Polbabn nur fiir den 
Zeitraum von 1905 bis 1911 gezeicbnet worden. 

Wir beniitzen zunachst Fig. 105 a, um die Cbandlerscbe Periode 

''') Dieses graphiscbe Verfahren diirtte nen nnd ftir manche Uibnlichen 
FUille niitzlieh sein. Es vrarde in der ersten Auflage dieses Biiches anf die 
damals vorliegenden Polbahnen 1890—1900 angewandt nnd ist ins Analytische 
ilbertragen von B. Wannach 1. o Wir halfcen bier an dem urspriinglichen 
graphiBchen Verfahren fest, da daseelbe sich durcb Anscbaulicbkeit eiupfi.eb.lt. 
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genauer festzulegen. Wir konnen die Zeit des Durchganges der Polbahn 
durch die Nord-Sud- oder Ost-Westrichtiing aus der Figur bequem und 
auf 0,01 Jahr genau entnehmen. Z. B. sind. die DurchgangazeJiten durch 
die Richtung Urspriing — ^ Osfc 

1905 , 44 ; 1906 , 64 ; 1907 , 83 ; 1909 , 10 ; 

Bakn des Rotationspoles naeh AbZug der Periode = 1 Jahr 

1905—1911. 



§ 6, Die Chaudlersche Period© ggj. 

Die Differenzen betragea 1,20; 1,19; 1,27 Jabre. 

Beniitet man auf diese Weise , das gesamte von 1900 bis 1912 vorliegende 
Beobachtungsmaterial, so erhalt man nacb W annach eine Cbandlersche 
Periode TOn 1,178 Jabren — 430 Tagen, 

Balm dee Eotationspoles nach Abzug der Periode, t = 1,1T8 
Jahre. 1905— 1910,a ’ 
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in bester tTbereinstimmung mit unserer obigen Abschatzung von S. 678. 
In Fig, 105 a ist ferner ein Kreis mit dem Badiua jR 0,167^^ punktiert 
emgezeichnet. Er steUt nacb Wannach 1. c. die mittlere Grofse der 
freien Nutation in dem Beobachtungszeitraum dar. Wir kbnnen ibn den 
„idealen Cbandlerscben Kreis" nennen. 

Bahn des Rotationspoles nach Abzug der Perioden 
r = 1 Jahr und Tg == 1,1^^ Jahr. 1905— 1909;8. 



§ 6. Die ChandlerBche Periode, ggg 

Nachdem nunmehr dieae Chandlersehe Periode rait genUgender Ge* 
nauigkeit ermittelt ist, kdnnen wir auf die urspriingliclie Pig. 104 zu- 
riickgehen und aus ihr diese freie Chandlersehe Schwingung elimimeren. 
Wir erhalten dadurch ein Bild der erzwungenen Schwingung und 
daraus eineu Anhaltspunkt zur Abschatzung der storenden Krafte. In 
erster Linie erwarten wir Storuugen von jahrlicher Periode, entsprechend 
den meteorologischen Einfliissen auf der Erde. 

Fig. 105 b zeigt uns, wie weit dies zutrifft. Diese Figur ist eben- 
80 konstruiert wie Fig. 105 a, nur dafs jedesmal zwei Punkte miteinander 
verglichen und durch den in Fig. 105 b dargestelltenRadiusvektorverbunden 
sind, die um die ZeitdiflPerenz von 1,178 Jahren sich unfcerscheiden. Es 
sind also beispielsweise in Fig. 104 die Punktepaare 1905,0 und 1906,18 
Oder 1905,1 und 1906,28 geradlinig verbunden und in Pig. 105 b vom 
gemeinsamen TJrsprung aus flbertragen. 

In der Tat tritt nun in Fig. 105 b die vermutete jahrliche Periode 
dadurch deutlich in Erscheinung, dafs entsprechende Punkte; die um ein 
voiles Jahr auseinanderliegen, mehr oder minder nahe zusammenge- 
drangt sind. Z. B. liegen die voUen Jahresanfange in einem Winkelraum 
von 90® in der ungefahren Richtung NW. Die Punkte, die den halben 
Jahreslangen entsprechen und in der Fig. mit 5 bezeichnet sind, liegen, 
wie es sein mufs, diametral gegentiber, etwa in der Richtung- SO vom 
Ursprunge aus. Besonders dicht haufen sich die Punkte, die zu 0,6 Jahren 
gehoren; ihre Reprasentanten liegen in der Figur nahe der 0-Richtung; 
ahnlich die Punkte 0,7 usf. 

Wir seheii also, dafs in der von der Chandlerschen Periode befreiten 
Figur die jahrliche Periode deutlich in Erscheinung tritt. Die ganze 
Figur stellt offenbar den erzwungenen Teil der Polbewegung dar. Wir 
weisen insbesondere auf den Mafsstab hin, der dieser und der voidgen 
Figur beigegeben ist. Er zeigt, dafs die Ausdehnung dieser Figur abso- 
lut genoramen halb so grofs ist als die der vorigen. Das will heifsen; 
die freie Chandlersehe Schwingung bedeutet den Hauptteil 
der Polbewegung; nach ihrer Elimination schrumpft die 
Polbahn auf die Halfte zusammen. 

Fig. 105 b lehrt uberdies, dafs die erzwungene Bewegung des 
Pols durchaus nicht rein periodisch verlauft, dafs vielmehr der jahrlichen 
Schwingung Schwingungen anderer Perioden oder unperiodische Be- 
wegungseomponenten iiberlagert sein miissen. Um uber diese Auf- 
schlufs zu erhalten, haben wir unser Verfahren nochmals zu wiederholen. 
Wir eliininieren namlich aus Fig. 105 b nunmehr die jahrliche Periode 
oder, was genau zum gleiohen Resultat fiihren mufs, aus Fig. 105 a 
die Chandlersehe Periode. Da das Verfahren genau dasselbe ist, wie 
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vorher, konnen wir sogleich das Eesultat angeben. Es ist in Pig. lOO 
dargestellt. Die neue Figur maebt den Eindruck aufserster Unregel - 
mafsigkeit. Es kommen tiberschneidungen, Zacken und am Ende de& 
Zeitraums rdcklaufige, d. h. im Uhrzeigersinne erfolgende Beweguugs- 
phasen Tor, Die jahrliche Periode ist nataiiich verscliwunden, wi& 
z. B. aus der gesetzlosen Verteilang der vollen Jahreszablen iiber die 
ganze Figar bin erseben werden kann. Weitere Perioden iassers 
sicb nicbt sicker erkennen. Die absolute Grofse der Figur ist ge- 
genuber der vorangebenden noch etwas waiter reducirt, zumal wema 
man von den ausnabmsweise grofsen Elongationen um die Mitte des 
Jahres 1905 und um das Jahr 1907 absiebt. 

Indem wir alles Vorangebende zusammenfassen, konnen wir sagexi : 
die Polbabn erscheint zusammengesetzt aus: 1. der Chandlerscben Periode 
von 14,4 Monaten, 2. der Periode von 12 Monaten, 3. einer Summe vpii 
Teilbewegungen, die .sicb vor der Hand nicbt weiter auseirianderlegen. 
lassen und die wir als Polge unregelmaisiger Storungen aufzufassen 
geneigt sind. Von der zehnmonatlichen Eulerscben Periode ist uberb'aop-fc 
nicbts zu bemerken. Sie scheint verlangert und auseinandergezogen z-o. 
sein in die vierzehnmonatlicbe Chandlerscbe Periode. Den Grand 
fur diese Verlangerung werden wir im nachsten Paragraphen zii unter- 
sucben baben. 

Was insbesondere das Hauptergebnis dieser Betracbtungen, die 
14-monatliche Chandlerscbe Periode betrifft, so scbeint diese ancli 
nocb eine gewisse Stvitze durch die Ersoheinimgen der Ebbe und Fini 
zu finden. Es ist klar, dafs eine Uinlagerung der Botationsaxe wegeit 
der verandeden Centrifiigalverhaltnisse der Erde die Bewegung dor" 
Oceane beeinflussen mufs und dafs eine periodiscbe Umlagerang der 
Eotationsaxe eine Schwankung des mittleren Meeresniveaus von der- 
selben Periode zur Folge baben mfifste, vorausgesetzt, dais der Einflufs 
auf letztere gendgend stark ist. Die Herren van de Sande Bak- 
buyzen* **) ) nnd Christie ’*^') gkub8n diese Voraussetzung bejaheii imd 
in den boUandiscben bez. amerifcanischen Flutbeobacbtungen eine 14- 
monatbcbe Variabilitat von einigen cm. nacbweisen zu konnen. 

Zusammenfassend scbliofsen wir also aus den mitgeteilten Beobach- 
tungen namentlich zweierlei; erstens dafs Polschwankungen zweifellos 
konstetiert rind, dafs also der Erdpol nicbt mebr als „der rubende 
Pol in der Erscbemungen Flucht« angeseben werden kann, zweitens, 
dafs die Polschwankungen nicbt diejenige einfacbe Hesetzmafsigkeit 

•) Astronom. Nachx. Nr. 3261. 

**) BuUetm of the Phil. Soc. of Washington 1895, vol. XII, p, 108. 
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und namentlicii nicM diejenige Periode haben, die wir Bacb den 
Erorteiungen des Torigen Paragrapben erwartet baben wurden. 

§ 7. Die Erklarung der Obandlersohen. vierzebmnonatlicben Periode 
imd die Elastizitat der Erde. 

Bekanntlicb darf die aite Streitfrage, ob das Erdinnere feuerfiiissig 
odei fest sei^ bentzntage als in dezn. Siniie entscbieden gelten, dafs 

das Eidinnerej im grorsen und ganzen geiiomiiien.^ wie ein fssi&t 
Korper verbalt. Man wird dabei, damit es sicb nicbt urn einen blofsen 
Streit um Worte bandelt, die Benennungen flnssig und fest zu defi- 
nieren baben iind wird sagen: fliissig soli ein Mittel beifsen, in.dessen 
Innerem unter gegebenen, tJmstanden relatiye Verscbiebungen der Teile 
in merkliobem Mafse vorkdmmen konnen, fest ein Mittel, in dem 
solcbe Verscbiebungen nnmoglicb sind. Man kann es dabingestellt 
sein lassen, ob im letzteren Ealle die Verscbiebbarkeit der Teile durcb 
eiue Art elastischen Zusammenbaltes, (durcb Festigkeit im gewobn- 
lieben Sinne), oder durcb einen besonders boben Girad yon Viscositat 
bervorgerufen wird: aucb eine Pliissigkeit yon binreicbender Viscositat 
(z. B. Asphalt) verhiilt sicb gegen aufsere Einwirkungen yon nicbt zu 
labger Dauer merklich wie ein fester Korper nnd zeigt keine be- 
deutenden Verscbiebungen ibrer Teile gegeneinander. Wir konnen im 
Anscblnfs an eine in der engliscben Litteratur gebrancblicbe Ans- 
druoksweise von effejdwer Festiglmt sprecben, um damit ein Verbalten 
zu bezeicbnen, welches unter gegebenen TJmstanden dem eines festen 
Korpers von bestimmtem Elastizitatsgrade analog ist. 

Bagegen soli mit der Angabe, das Erdinnere sei fest, nicbts liber 
seinen sonstigen pbysikaliscben Zustand ausgesagt werden. Dieser diirfte 
bei den {lufserordentlicben Temperaturen nnd Bracken, die im lunern der 
Erde hewscben, von aUem abweicben, was wir sonst yon fliissiger oder 
fester Konstitution wissen. Sebon in Laboratoriumsversuchen lassen sicb 
gewisse kritisebe Zustando sebaffen, bei denen die Aggregatzustande 
stetig ineinander bbergeben; der Zustand des Erdiuneren Uegt aber 
weit jenaeits jener kritieeben Grenzen. Der riebtige Standpunkt wird 
oifenbar der sein, den Zustand des Erdiuneren nicbt naeb gewagten 
iknalogien und Extrapolationen aus Laboratoriumsversuoben voraus- 
zusagen, sondern aus dem thatsiicblicben Verbalten der Erde, wie es 
sicb z. B. bei don Polsoiiwajikungen zeigt, auf den dnrcbscbnittlicben 
oder effektiven Zustand zariiclizuscbliefsen. 

Aucb soil mit der Berecbnung eines bestiminten Elastizitatsmoduls 
nicbt bebauptet werden, dafs die Erde durcb und durcb die Besebaffen- 
beit eines Korpers von der betr. Eiastizitat babe. Vieimebr kann man 

ifleia-Sojariiorfald, Kreiaoraewegtiag. III. iVufi. 44 
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als di^ heiitzutage wakraclieiiilicliste und kerrschende Ansiclit diejenige 
bezeiolmeii, wonach. die Erde inhompgen konstituiert ist, namlicli aus 
eiuem diehteren mid festeren Kem (Eisenkem) und einer weniger dickten 
nnd nacligiebigeren Sckale (Gesteinsmantel) bestekt, welcke beide durck 
eine nickt sekr ausgedeknte Schickt eines zakfliissigen Magmas Ton 
einander getreunt werden (vgl. die unten zn nennende Tkeorie von 
E. Wieckert). Anck die Moglickkeit einer soloken Inkomogenitat 
wfinscken wir durek das Wort ^^effektive^- Elastizitat oder Festigkeit 
einzuschlieBen. Ber zn berecknende Elastizitatsmodnl bedeutet alsdann 
den Wert desselben fftr einen komogenen elastiscken Korper^ vs^elcker 
sick hinsicktlick der hier in Frage kommenden elastiscken Wirknngen 
ebenso verkalt wie die wakrsckeinlick inkomogene Erde. 

Wir beabsicktigen nickt, auf die Diskussionen kber das Erdinnere 
naker einzugeken, sondern keben nnr einige Punkte aus der kistorischen 
Entwickelung hervor*). Im Interesse der Tkeorie des Vulkanismus 
kaben die G-eologen seit altersher fiir das fenerflussige Erdinnere 
plaidiert. Der erste, der sick mit wissensckaftlicken Orundeh dagegen 
ausgesprocken kat, sckeint Hopkins**) gewesen zu sein. Hopkins 
untersuckte die pracession und Mutation, die eine mit Pliissigkeit ge- 
Mite Eugelsckale zeigen wiirde, und fand, dafs eine solcke sick er- 
keblick anders als die Erde verkalten wiirde. Die spateren und tiefer 
gekenden Untersuckungen Lord Kelvins***) ergaben^ dafs die Beweis- 
ftihrung von Hopkins mangelkaft war und dafs auck seine Resultate 
m wesentlichen Punkten zu berichtigen sind. Indem Kelvin statt der 
Kugelsckale. eine abgeplattete ellipsoidiscke Sckale betracktet, zeigt er, 
dafs sick hd votlig stttYVSY Schalc in den scknelleren Nutationen (der 
kalbjahrigen und namentlick der kalbmonatlicken vgl, pag. 651 ), nickt 
aber in der Pracession und in der ISVs-jakrigen Nutation eine Differenz 
zwiscken Beobacktang und Rechnung ergeben wurdef), dafs dagegen bei 


) Wegen n'aiierer Angaben vgl. die Darsteilung in Kap. 15 deti vorziiglichen 
pppuiar-wiflseiiBchaftlicben Werkea von G, H, Darwin, The Tides, London 1898, 
deutsche Ansgabe von A. Pock els, Leipzig 1902, oder die jungst erschienene 
Kosmische Physik von Sw. Arrhenius, Leipzig 1903. 

) Besearches in physical geology, Philosophical Transactions London B. 
Soc. 1838, 18i0, 1842. 

***) Mathematical and Physical Papers, Bd. 3, art. 46 vgl. insbesondere §§ 21 — 38, 
znaamniengefafst in Popular Lectures-, Bd. 3, pag. 238. 

t) Ikerinit hg-ngt eine Bemerfcung Lord Kelvins zusammen, die wir an 
Modeljen dor Gbttinger mathematischeu Sammiung hestiltigt hahen: Ein Kreisel 
dessen^Bchwungmasse durch ein mit Plussigkeit gefiiUtes algepUUetes Botations’ 
ellipsoid ersetzt ist , verhalt sich, in Umdrehung urn seine Axe versetzt, auf 
horizontaler Unterlage stdbil und fuhi't seine Prhcessionshewegung aus , ahnlich 


§7. Die Erkiarang der ChandlexBclieE Periode und die ElaBtiaitS^t der Erde. 687 

eiuer einigermafsen omchgieUgen Schale aJIle jene ErseiLeinungen so ver- 
laufen komiten^ wie es der Wirklidikeit entspricM. Die astronomisclien 
Tliatsaclien widerlegen also nnr die Annakiae: flussiges Erdinnere in 
starrer Sckale, eine Annahme, die ja aueh ans pliysikaliscliea Q-runden 
nnkaitbar ist, da wir kein Material kennen, das als diinne Sckale aus- 
gebildet vollig unnackgiebig ware. Andrergeits aber wird die Annabme: 
Mssiges Erdinnere in nacbgiebiger Bcliale, durch die Erscheinnngen 
der Ebbe und Elut widerlegt. Eine ddnne Erdkruste ron der elasti- 
scben ISTachgiebigkeit der nns bekannten Materialien wiirde namlicb 
dem deformierenden Einflnfs der Grezeitenkrafte fast ebenso willig folgen 
wie das Wassel* der Meere. Dann aber gabe es nnter dem EinfLufs 
jener Krafte keine relative Bewegung des Wassers gegen das Land, 
sondern nur ein gemeinsames Anf- und Abwogen der Meere und Konti- 
nente, das sick der unmittelbaren Wahrnekmung entziehen wiirde. 
Somit bleibt nur die Annakme • einer im Diirchscknitt effektiv-festen 
Erde iibrig (feet im. Sinne der vorauggesckickten Erklarung). Mit 
dieeer Annakme ist das Vorhandensein peripkerischer Hoklraume, die 
mit einer Art Eliissigkeitsmagma ausgefiillt sind, oder auck das Vor- 
kandensein einer ringsum ausgebikleten fliissigen Sckickt durokaus ver- 
traglich, falls letztere nur im Verkaltnis zu dem ejBfektiv-festen Brdkerne 
wenig ausgedfeknt und kinreickend zake ist, wodurch nickt nur den 
Bedtirfuissen der geologiscken Tkeorien, sondern nack Sckweydar 
(vgl. naohste Seite) auck den Brgebnissen der Pendelbeobacktungen 
Recknnng getragen werden kann. 

Dafs die Erde zugleich etfektiv starr sei, soli damit nickt bekaiiptet 
werden, Sckon Lord Kelvin*) kat versucht, den Grad der elastischen 
Nackgiekigkeit des Erdkorpers auf Grund der thatsacklicken H6ke der 
li^lutek akzuschatzen. Wakrend, wie wir soebeii sagten, kei einer in der 
Hauptsacke fliissigen, also voilig nacbgiebigen Erde die Flutkoke sick auf 
Nnli reduzieren milfste, wird bei jedem endlicken Grade von elastischer 
iSTackgiebigkeit die Flutkoke einen gewissen Bruchteil derjenigen Hoke 
betragen, die sick auf einer vdllig starren Erde ausbilden miifste. 

wie ein Kreisel ans festem StotF; (iiber den Verlauf der kdrzeren Nutationen geben 
die Beobachtungen an unserena Modell keinen deutlicben AuftchlufB). Dagegen 
erweist sich ein Ereisel, dessen ScbwnngmasBe ana einem mit FldSBigkeit gefiillten 
verldngerten Ellipsoid bosteht, nnter denselben Verbaltniesen ala ganzlicb labil. 
Da die Erde ein abgeplattetes EotationselHpsoid iat, so yereteht man, dais aie in 
ibren Priicessionsbewegnngen von denen eines dnrckauB festen KOrpera auch dann 
nickt wesentlich abweichen wnrde, wenn sie mit Eliissigkeit geiiillt ware, vorane- 
gesetzt, dais die Erdkruste, so wie wir es okne merklichen Fehler von unserem 
Modell vorarissetzen diirfen, absolnt starr wkre. 

**■) Thomson nnd Tait, Natural Philosophy II, art. 843. 

44 ’^- 
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Kelyin scliatzt von liior aus cii© ITacligiebigkeit dor Erde kleiiiej,’ al 
diejenige des Glases und etwa gleich derjenigen des Stahles. Eine:! 
scliT visl sdiarfercn Anlialt fiir oino dorartig© Scliatzuiig w©rd 0 ii "wi 
im Folgenden kennen lernen, wo wir uns zur Erklarung der Chandlel 
scken Period© wenden. 

Es ist das Verdienst von S. Newcomb*), erkannt zu haben, daX 
die Period© der freien Nutationen mit dem Grade der Nacbgiebigkei 
des Erdkorpers zusammenbangt. Die Eulerscbe Period© von 10 Monatei 
entspricbt der Annabm© vblliger Starrlieilj zii Jedein endlicben Elasbi 
zitatsgrade dagegen berecbnet sicb eine davon verscbiedene und zwa 
langere Periode. Umgekehrt laXst sicb der Chandlerscben Periode eh 
bestimmter Elastizitatsgrad zuordnen, bei welcber die Periode der freie] 
Nutationen gerade die beobachtete Dauer von 14 Monaten anneliine] 
wiirde. 

In. der Litteratur sind dies© Verbaltnisse zuerst in einer A 
beit von S. S. Hough**) untersucht; in allgemeiner und vertieft 
Form ist das Problem neuerdings von W. Schweydar***) behande' 
Wir werden die fraglichen Resultate hier auf einfacherem Wege gewinne 
indem wir an einen Satz aus Kap. VII, § 8 (pag. 607) ankndj)fer. 
Dort wurde bereits die Dauer der freien Nutation oder, was dasselb 
bedeutet, die Periode der kraftefreien Pracession fiir einen deformix 
baren spbaroidischen Kreisel berecbnet, unter der Annabme, dafs lediglicl 
die elastiscben Widerstande den durcb die Centrifugalwirkung der Uin 
drehung verursacbten Pormiinderungen entgegenwirken. Diese An 
nabme trifft bei einem Korper von den Dimensionen der Erde nicli 
zu, weil bier aucb die gegenseitigen Gravitationswirkungen der Teilche] 
wesentlicb zu berueksicbtigen sind. 

Wir mbssen daber Einiges iiber diese Gravitationswirkungen u.n.< 
liber die Art, wie sie sicb mit der Wirkung der elastiscben Kraft 
zusammensetzen, vorausscbicken. Wir ordnen die folgenden Erorte 
rungen in eine Eeibe Yon Einzelproblemeii. 

Erstes Froblem. Eine bomogene, incompressible Fiiissigkeite 
masse stebt unter dem Einflufs der gegenseitigen Gravitation ihrer Teil 
und wiirde im Rubeznstande eine Kugei vom lladins E bilden; sie wir 
in Rotation um eine foste Axe versetzt; die Winkelgescbwindigkei 


*) Monthly Notices Astr. Soc. London (1892), Bd. 62, pag, 086 und Asti 
Domical Journal Bd. 11, 12, 19, 

**) On the Rotation of an elastic Spheroid, Philos. Transactions R, S< 
London (1896) Bd 187, pag. 319. 

***) VerSffentlichungen des geodatischeu Instituts in Potsdam 1912 — 19] 
and Zentralbureau der intern. Erdmaasung 1921. 
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. Eine mogliclie G-leicligewiclitsform der Fliissigkeit ist dann ein 
ilatteteB Umdreliungsellipsoid, welclies die Rotationsaxe zur Sym- 
eaxe hat (Mac Laurinsches Ellipsoid). Die ElliptiMtdt desselben 
unter der Annahme, . dafs dieselbe Mein ausfdlU, durch die Formel 

6 ca*J2 

die Crravitationaheschlenniguiig an der Oherfiache nnserer Fliissig- 
jedeutpfc. 

9en Verhaltnissen der Erde entspreclien die folgenden in Metern 
Sekunden ansgedrtickten Zahlenwerte: 
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iei der Ahleitnng der Gl. (1) komien wir, wenn wir uns nickt 
ie (tihrigens sehf bekannten) Formeln fur das Potential eines 
oides berufen wollen, mit Vorteil an misere friihere Vorstellnng 
Erdringes" anlmiijifen. Ebenso wie friiber die feste Erde ersetzen 
etzt unsere ellipsoidiscbe Pldssigkeit durch. eine Kugel (Radius 
asse M) und einen in der Aquatorebene des EUipsoides gelegenen 
(Radius D, Masse ni). Wie wir in § 1 dieses Kapitels sahen, 
das Gravitationspotential der Kombination Kugel -|- Ring in einem 
en Punkte bis zu den Gliedern zweiter Ordnnng einschliefslich 
, dem Potential irgend einer anderen Massenverteilung von den 
en Haupttragheitsmomenten. Die Tragheitsinomente unserer Fliissig- 
aasse um die Rotationsaxe (; 2 ;-Axe) bez. um zwei dazu senkrechte 
(?/- und a: -Axe) seien G, A, A. Unter der Elliptizitat verstehen 
ie friiher das Verhaltnis*) 

C~A 

e — - 2 ■ 



lasse m des Ringes ist nach Gl. (1) von § 1 folgenderinafsen zu 


n: 


m = 


2((7— J.) 2J. 


ill' 


R 




Ms, 


) Neben dieaer Definition kommt in der Litteratur die folgende vor: 



lie grofse, & die kleine Axe des EUipsoides bedewtet. Man uberzengt sich 
mit Riicksiobt auf pag. 600, dafs fur eine homogetie Massenverteilung diese 
ion bis auf hohere Potenzen von « nait der imarigen ubereinstimint. 
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woliei wir fiir A den Naherimgswert J. = y eingefaiirt haben, 
der das Tragbeitsmoment einer Kugel Tom Radius i? bedentet. 

1st r der Abstand eines beliebigen anfseren Pnnktes P Yom Mittel- 
punkte der Fliissigkeitsmasse, so wird das Potential von Kiigel und 
Ring in P 

die Integration erstreckt ' liber den Umfang des Ringes. Dabei be- 
deutet s abnlicb wie pag. 639 die Abkiirzung 

xx' -j-yy' 

wo ^ die Koordinaten von P, of, y', /■ die eines Ringpunktes 
sind. Legen wir die iU^-Ebene dnrcb den Punkt P und die a;j;/-Ebene 
dnrcb den . Ring,, und nennen 0 den Winkel zwiscben OP und OX, 
so wird 

j»==roos0, y=-0, s^rainQ, 

x'=‘Reoa(p, y^Pam.(p,. /=»0, 

und daher 

s = cos 0 cos (p. 

Die Potenzentwickelung der Quadratwurzel liefert alinlicb wie pag. 639: 
1 ^ , JK . /jB\2/3 „ i\ 

2 (S/r) s ^ F * + W It « - Yj + ■ ■ • 

und die Ausfiihrung der Integration 


,1 " + 

Daher wird das Potential der Anziehung, wenn wir fiir m den Wert 
eintragen: 

Wir suchen den Wert von V fiir die Obei-flache der Flussigkeitsmasse, 
deren Dleichung wir sehreiben diirfen: 

(^' / “=> P + £ ^cos® 0 — , 

(v|l. 01. (2) von pag. 601^ wo wir fur den dort definierten mittleren 
R^ius m den Haherungswert P nehmen). Wegen der Kleinheit von « 
kdhhen wir 
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schreiben. Dieseii Wert tragen wir in das erste Glied des Ausdrucks 
fur V eia; ferner diirfen wir in den folgenden mit e bekafteten und 
daker als Mein zu bekandelnden Gliedem des Potentials direkt V ==■ i? 
setzen. Es ergibt sick so: 

( 6 ) + + 

Die. Oberflacke der rotierenden Pliissigkeit mufs eine Flaeke kon- 
stanten Druckes sein. Daraus folgt nack den Grundsatzen der Hydro- 
dynamik, dafs auck die potentielle Energie der auf die Masseneinkeit 
der Plussigkeit wirkenden Eraffce langs der Oberflacke konstant sein 
niiifs. Diese Krafte sind die Gravitation einerseits und die Centrifugal- 
kraft andrerseits. Die potentielle Energie der letzteren ist^, fdr die 
Masseneinkeit berecknet, in einem beliebigen Punkte des rotierenden 
EUipsoides: 

CT" = Y ® + 2/0 “ Y ® ^ 

also iiisbesondere in der Oberflacke des EUipsoides, wo nakerungsweise 
r = jR ist, mit einer kleinen formalen Abanderung: 

(7) 


Damit die Summe F -1- Z7 auf der Oberflacke der Fliissigkeit einen 
konstanten, d. k. von 0 unabkangigen Wert erkalt, ist es notwendig, 
dafs die B’aktoren von ^cos^O — ~ j in (6) und (7) entgegengesetzt 
Dies liefert die Gleickimg: 


gleick sind. 

C8) 

woraus sick ergiebt: 


A ^ 

6 JB ^ 




5 

"i fM 


Fflkren wir nock die Gravitationsbesckleunigung g an der Oberflacke 
unserer Fliissigkeitsmasse ein, namlick g == fMjB^ (nakerungsweise), 
so erkalten wir direkt den oben angegebenen Wert aus Gl. (1). 

GL (1) ist von Clairaut gegeben und bildet eine Grundformel in 
der Theorie von der Figur der Erde. Sie setzt nack Stokes voraus, dais 
die Aquipotentialflacken der Gravitationskraft allein und ebenso die der 
Sckwerkraft allein annakernd spkarisck sind. 

Bekanntlick bezeichnet man diejenigen Funktioiien von 0, die in 
Gl. (4) als Koeffizienten der versckiedenen Potenzen von JR/r bei der 
Entwickelung des reziproken Abstandes zweier Punkte auftreten, als 
KugelfunMionen*). Eine solcke Funktion -und zwar eine „Kugelfunktion 

*) Genanor gesagt ab Kugelfldehenfmktionen. Unter einer rdumlichen Kugel- 
fmktion versteht man jeden Ansdrack, der homogen in den rechtwinkligen Eoordi- 
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zweiter Ordming^' ist der obige Ausdruck cos^e __ 2/3. Die yor- 
stehend berecknete Reibe (6) fiir F stellt, konnen wir sagen, die Ent- 
wickelung des Potentials nach Kugelfunktionen dar. Ferner kaben wir 
in Gl. (7) auch den Ansdriick yon U nacb .Fugelfimfetionen geordnet. 
In der GleicbgewicHtsbedingnng (8) endlicb habeii wir die beiden Terme 
yon F und TJ, welche unsere Fugelfunktion zweiter Ordnung entbalten 
mit einander yerglicben und gelangten dadurcli zur Bereclmung der 
EUiptizitat. Wir konnen diese Gleicbgewicbtsbedingung sckematiscb 
folgendermafsen scbreibenj werm wir mit und Fg den betr. Term 
in der Entwickelung yon ?7 und F bezeicbnen, wobei wir far die 
EUiptizitat 1 berecbnen und bei der Berecbnung von niit Rucksicbt 
darauf, dafs die Centrifugalkraft eine stdrende IJrsacbe von Ideinem 
Betrage darsteUt^ von der EUiptizitat uberkaupt abselien: 


( 9 ) 




Wegen nakerer Ausfiikrung der Tkeorie, insbesondere bei betraclit- 
licken Werten der EUiptizitat, miissen wir auf die Xitteratur*) verweisen. 

Zweites Problem. Eine komogene elastisch-feste Kugel vom 
Radius B, und der Dickte q wird mit der Winkelgeschwindigkeit co um 
einen ikrer Durckmesser gedrekt Sie gekt dabei in ein abgeplattetes 
UmdrekungseUipsoid ilber, welckes die Rotationeaxe zur Symmetrieaxe 
hat. Das elastiscke Verkalten des Materials sei dadurcli bestimmt, dafs 
wir den Elastizitatsmodul (JE) geben und annekmen, dafs das Material 
incompressibel sei, dafs also das Poissonscke Ferbaltnis von Quer- 
kontraktion zu Liingsdeknung den speziellen Wert 1/2 babe. Die 
letztere Annakme vereinfacht die Recknungen und bat auf das Resultat 
keinen erkeblicken Einflufs. 

Die Plliptmtat des so entstelienden PJllipsoides wird alsdann 

(10) . 

2 38 jS? ’ 

Dm auck kier zunachst ein Zaklenbeispiel zu geben, Welches sick 
den Verhaitmssen der Erde anschliefst, wahlen wir in CGS-Einkeiten 


Q = 5,5, 


GJ 


2« 

2i . elTljo ^ 


R 


IQS 


genSgt. Max. beaohlo iitrigen., , 

fie georDtale K r Schxeibweie. der Kugelfanktio„,a 0 bei 

me geographiflche Breite mcht die Poldietacz bedeutet 

Bd d.math. Wisseu. 

Btatt des gewShaUchen^ElIlkit^^^ g‘^opkvaikalisclie.n J.itterainr wird ubrig 

modnl) beyorzugt dor Am FaUe ToreionBmodul (8cbubelaefciciti 

ugc, dor im Falle der lucomprosHibUitat gleicb E/.3 wird. 
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tiiid nelimen B gleicli deni Elastizitatsmodul von Stalil, cl n. rund 
gleich 2,2 • 10** (kg Gewicht / cm^) = 2,2 • 981 • 10® C GS-Eiiikeiten. Es 
wird dann 

qco^JR^ 1 1 

^2 — 

Bei der Ableitmig der Gl. (10) miissen wir auf die Grandlagen 

der Elastizitatstheorie zuriickgelien. 

Sind It, Vy W ciie Verriickiingen eines Pnnktes im Imiern der 

Kngel nacli den Koordinatenaxen, welche letztere ebenso wic nnfcer 1) 

gewiililt werden, so gilt zuniiclist wegen der vorausgesetzten Incom- 

pressibilitat: a c o 

^ ou dv 010 f. 

( 12 ) dx ' dy ^ Idz 

Die elastiselien Differentialgleicliungeii nelimen flir ein incompressibles, 
durcb Oentrifugalwirkimgen beansprucktea Material die Form an: 

(J3) .fA,, + |. + ,|f = 0, 

A bedeutet wie tiblick die Abkiirzung fill* den zweiten Differential- 
parameter, p ist ein von Ort zu Ort wechselnder allaeitiger Druck, 
welckcr so zu bestimmen ist, dais der Bedingimg (12) Geniige geleistet 
wird. iJj bedeutet den oben definierten mit 0 variabeln Teil des Po- 
tcntials der Gentrifugalkraft (a. Gl. (7)): 

(70 U, = iaj=r*(eo8=0 - |) = 

Wie man siekt ist (vgl. die Anm. zu pag. 691) eine raumlicke 
Xugelfunktion zweiter Ordnung. Von deni in (7) zu kinzutretenden 
Terme -- co^r^ seken wir im Folgenden ab, da dieser nur die Grofse, 
nicht die Gestalt der Kugel abiindern kann und bei einem incom- 
pressibeln Material iiberkaupt ohne Eiuflufs ist. 

Die Differential gleichiingen (12) und (13) sind nock zu erganzen 
durck die Bedingungen dafur, dafs die Kugelffacke eine Icraftefreie 
Oberllacke ist. Sie besagen, dafs die auf jedes Oberflackenelement 
wirkenden Spannungen nack alien drei Koordinateiiricktiuigen ver- 
sckwinden mfissen. In den Verriickungen u, v, w gesckrieben laiitet 
die Bedingimg fiir die a:-Ricktung: 

(|- Tx + 0 + X (1^ + Is) ““ y') 
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da :ftir die Kugel cos(w, x) : G08(n,p) :co 8 (n, 2) ^ x : y.z, konnen wir 
merfiir sckreiben: 

(1^^) + + + + = 

Dm arf die y- und ^-Hichtung bezugKchen Bedingimgen folgen aus 
(14} dorch oyklisohe Vertansclinng von {xys), {uvw). 

Wir behaupten nun, dafs den flleichungen (12) bis (14) bei ge- 

eigneter WaU der Koustanten a, (3, y durch den folgenden Ansatz 
genugt wird: 

( 

u 

' ^ '' ' '' dx 

.A 

cy ' ' dy 

welcher somit die voUstandige Losong des gestellten Problems enthalt. 

m dem folgenden Beweise werden wir des ofteren von den 
nachstehmden Begeln Gebraucb zu macben baben, welche unmittelbar 
aus der Definition der Eugelfunttionen und ihrer Homogenitat folgen: 

+ + = A(r^U,)~UV„ 


(15) 




a 


8x 

dU, 


9 + ^"'1^ + 1' 


dy 




a(i 


£3) 

dx J 


10 11 etc. 


und I^te™*™ A^satz (15) zunachst in die Gleichung (12) ein 


kiernach ist 
(16) 


du di) , dw 

+ 07 ” (4^+ Wy) - 0; 




zu wablen. Indem wir auf die erste der Gleiohungea (13) abereehen 
berecknen wir nach (15) und (16): ^ S f 


AM = (10/3 + 14y)|A 




xi dx - r -g— 

ks muTs also uach ( 13 ) sein: 

entspreckend ergiebt sick 

^ ^ dy ’ 

Wir scMersen kieraus, indem wir von der Hinzuftigung einer Lite- 
girationskonstanten abseken: S g -Uite 

P-C!Br-Q)V,. 


% 
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Schliefslicli haben wir die Oberflacbenbedingung (14) zu betracbten. 
Wir bilden ziuiacbst aus (15) 


dw , ■ 8u , 8u 

+ 2/-5T: 4- ^ 


da: 

du 


dy 

dv 


dis 

dw 




^ dx + ^ dx'^^ dx 


dU, 


dU, 


dm 




Grl. (14) verlangt also mil Eiicksicht auf (IV): 


(2cc + 4/3r' +, 6r*->) ^ + (4(3 + 12r) xU, - - 3 (Ty -^) ® U,. 

Wir tragen fiir j3 den Wert aus (16) ein und schreiben, indem wir 
die auf die y- und ^-Ricbtung beziiglichen Grleichungen binzufiigen: 

(2«-8yr«) + (l9y_^)»:tr^ _ 0, 

(2c.-8n»)|| + (l9y-f)»D,-0, 

(2„ _ 8 j,r«) + (l9y -^) 2 tr, = 0 . 

Wird nunmebr der Ausdruok (7 ') fijr eingefiihrt, so werden die 
beiden ersten Gleicbungen nacb Fortbebung je eines gemeinsamen 
Faktors unter sicb identiscb. Unser Gleicbungstripel reduziert sicb 
daber auf das folgende Gleicbungspaar: 

2(2a — 8yr^) -f — (aj^+y — 2^^) = 0, 

- 4(2a-8i/»-=) + {l9y-^) (»>+y-22>) - 0, 


wekbes in alien Punkten der Kugeloberfiaebe r « E erfullt sein soU. 
Es ist dieses nur moglicb, wenn 


(18) 2a-8y-R* = 0, 19y--^ = 0. 

Durch diese Gleicbungen zusammen mit Gl. (16) sind die erforderlicben 
Werte unserer Koeffizienten «, /3, y bestimmt; sie lauten: 


(19) 


3 Q 

y == i9'¥’ 


?1 _ 
38 'E ’ 



i? 7?2 
19 E 


Gleicbzeitig ist durcb diese Bestimmung der Beweis fiir die Ricbtigkeit 
des Ansatzes (15) erbracbt. 

Es ist nun leicbt, die EHiptizitat des durcb die Deformation ent- 
stebenden Ellipsoides zu berecbnen. Wir bilden zu dem Zwecke den 
Ausdruck fur die radiale Yeiriickung eines Punktes an der Oberflacbe 
der Kugel, namlich 

dB= -{ux i- vy + wz). 
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Nach (16) wird: 

- (^ + 2fiE + irl‘) Oi, 

also wegen (19): 

( 20 ) 

Andreraeiis wird diese selbe Terrttckung, wenn wir sie aus der Ellipsoid- 
gleiclmng (5) bereolmeii: 

(^1) ^ r ■— JR — jRs (coa^ 0 — • 

Durch Vergleich von (20) nnd (21) folgt^ wenn wir den Oberflacben- 
wert von aus di. (7') entnebmen, in der That der in (10) an- 
gegebene Wert £ = . 

Wir wollen nocb das Itesultat der Vergleicbung von (20) und (21) 
in der folgenden Form darstellen, die uns demnacbst von ISTntzen 
sein wird; 

(22) eW, « U,, W, == f (cos*0 • 

TFg bedeutet eine Kugelflacbenfunktiop., durob welcbe das elastiscbe 
Yerbalten unserer Kugel cbarakterisiert wird. GO. (22) kann ahnlicb 
wie ei. (9) als Gleicbgewicbtsbedingung angesprocben werden, da sie 
uns ^giebt, bei welcber Abplattung die Centrifugalkrafte durch die 
elastisoben Krafte an der Oberflaobe gerade aufgeboben werden. 

I)ie vorstebenden Resultate sind unter allgem eineren Voraus^ 
setzungen von Lord Kelvin*) abgeleitet worden. Lord Kelvin be^ 
tracbtet statt eines incompressibeln einen helieligm elastisoben Korper 
und statt der besonderen Kugeifunktion C/j eine Storungsfunktion 
von der Ordnung n; auch berdeksicbtigt er die bei der Erde nacb- 
weisbare Zunabme der Dicbte nacb dem Erdmittelpunkte bin. Durob 
Voranstellen der einfachsten Annabmen gelang es uns, die Kelvinsoben 
Reobnungen -bedeutend zu kiirzen. 

Drittes Prohlem. Wir betracbten abermals eine Kugel aus elastiscb- 
festem Material, die in der tJmdreliung o begrifpen ist, beruckaicbtigen 
aber aufser dem elastisoben den von der gegenseitigen Gravitation ibrer 
Teile berrfibrenden Widerstand gegen Formanderungen. Bei gleicbem 
elastisoben Verhalten wie im vorbergebenden Falle muls die Elliptizitat 
jetzt kleiner ausfaUen, weil der Widerstand gegen die Abanderung der 
Kugelgestalt vergroisert ist. Wir hehaupten, dafs sich nunmehr die 
aus der Formel herechnet **^ : 


) J-nomson und Tait, Natural Philosophy, Part H, namentlich ax-t. 834. 
SttW. Thomson, Mathem. and Phye. Papers, Vol.m, ai-t.46. Vgl. auch A.E.H.Love 
Elasticity, Cambridge 1892, Chap. X. ’ 

) Thomson und Tait, Natural Philosophy, art. 840. 
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wo fij und «2 durcli GH. (1) und (10) bestiiumt sind. 

Der Beweis ist in den Gfl. (9) und ( 22 ) entbalten. Wemi allein 
die Gfraritation oder allein die Elastizitat den Centrifugalkraften ent- 
gegenwirkt^ fanden wir: 

(24) bez. 

Wenii beide Widerstande zusammen das Gleicbgewicbt gegeniiber den 
Oenti'ifugalkraffcen berstellen, lautet die Gleichgewicbtsbedingung^ unter 
tg die iiunmehrige EUiptizitat verstanden: 

Dividieren wir- diese Gleicbung durcb £3 XI^ und driicken wir die 
Verbaltnisse V^jU^, nach (24) durcb und aus, so ergiebt 

sicb genau die zu beweisende Grleichung (23). 

Fiir eine Yersucbskugel ron mafsigen Dimensionen ist auiser- 
ordentlicb grofs gegen Aus (1) und ( 10 ) ergiebt sicb namlicb 

iL = H ^ 

fcj, 6 qBg 

Die Grcifse g, welche die auf der Oberflliche unserer Versucbskugel 
stattbabende , durcb deren Gravitation bewirkte Pallbescbleunigung be- 
deutet^ ist um so viel kleiner als die Pallbeschleunigiiug auf dor Erde, 
wie der Radius der Kugol kleiner ist als der Erdradius , (gleicbe mittlere 
Dicbte von Kugel und Erde vorausgesetzt). Aus dieser Kleinboit von 
g 80 wie aus der Grdfse von E folgt, dafs gcgen also l/s^ gegen 
l/fg vemacblassigt werden kann. Gl. (23) besagt in diesem Dalle 
£3 •■=£ 2 , d. h. unter Laboratoriurnsverbiiltnissen kdnnte man boi der 
fraglichen centrifugalen Dofonnation von dem Einflufs dor Gravitation 
kurzweg abseben. Mit Vergrdfserung der Dimensionen der K'ugel nimmt 
aber quadratisob ab; bei einer Kugel von der Grdfse der Erde 

und der Elastizitat des Stables ist dementsprecbend 231 gegen 

l/tg = 465 nicbt mebr zu vernachlassigen. Die Elliptizitiit einor 
solcben Kugel ware daher nacb (23) zu berecbnen und wiirde rund 
1/700 betragen, also wesentlicb kleiner sein, wie weim die Elastizitat 
allein der Oentrifugalwirkung entgegenarbeiten wiirde. 

Man mufs abcr nicbt glauben, dafs die beobacbtbare Ellipti- 
zitat der Erde in dem bier erdrterten Sinne dnrcb die gemeinsame 
Wirkung von Gravitation und Elastizitat bestimiut wiirde ^ so dafs 
ibre Berecbnung unter Zugrundelegimg eines geeigneten Elastizitats- 
grades E nacb der Formel (23) zu erfolgen batte. Wir miiBsen uns 
vielmebr voi'stellen; dafs die Erde einst^ so wie die Sonne jetzt, in 



i 

i. 
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feurig-fliissigem Zustande war. - In diesem Zustande konnte mir dia 
GraYitation der Centrifugalwirkung das Gleicligewicht Balten. Die 
Elliptizitat muTste also = bca^Bm betragen. Bei allmahlicher 
AbMHuiig der Erdmasse trat alsdann Erstarrung ein und zwar nacli der 
ScWlderung, die Lord Kelvin von diesem Vorgange entwirft, durch 
einen verli'altnismafsig raschen Prozefs, Die Elliptizitat der niinmelir 
festen Erdform stimmte dabei, darf .man annebmen, im Wesentlicheix 
mit der der friiberen Fliissigkeitsform iiberein. In dieser Form ist die 
Erde, bei gleicbbleibender Rotation ca, spannmgsfrei. Die Erde be- , 
findet sicb in dieser abgeplatteten Form in ibrem natiirlicben. Zustande ; 
elastiscbe Kr^te treten nur anf^ sofern durcb Abanderung der Rotations- 
verbaltnisse oder durcb anderweitige Krafte eine Abanderung dieser 
urspriinglicben Form angestrebt. wird, wobei die elastiscben Krafte in 
dem Sinne wu-ken werden, dafs sie jene spannungsfreie Form wieder- 
berzusteUen sucben. , - 

Es folgt bieraus, dafs man aus der beutzutage beobacbtbaren 
Elliptizitat fiber die elastiscben Eigenscbaften des Erdkorpers un- 
mittelbar nicbts entnebmen kann. Die Sadie liegt bier anders wie 
bei der oben erwabnten Versucbskugel, deren naturlicber Zustand bei 
nicbt Yorbandener Rotation die Kugelform sein sollte, bei der also 
elastiscbe Widerstande auftreten, wenn durcb die Centrifugalwirkung- 
diese Kugelform abgeandert wird. Infolgedessen wird sicb in der 
Gestalt der rotierenden Versucbskugel der Einflufs der elastiscben 
Krafte und zwar bei mafsigen Diniensiouen, wie wir saben, in vor- 
berrscbender Weise auspragen; dagegen legt die tbatsacblicbe Gestalt 
der Erde bei normaler Rotationsgescbwindigkeit oi nur von der Gra- 
vitationswirkung Zeugnis ab. 

Viertes ProMem. Indem wir uns den bei der Erde vorliegen- 
den Verbaltnissen um einen weiteren Scbritt nabern, geben wir jetzt 
Yon einem in der Umdrebimg (o begriffenen abgeplatteten Ellipsoid von. 
der Elliptizitat aus, welcbes aus gravitierendem, elastiscben Material 
bestebt und sicb in dieser Form und Bewegung im spannungsfreien 
Gleicbgewicbt befindet. Wir fragen, welcbe Elliptizitat e es annebmen 
wfirde, wenn die BotcCtion aufhort. Diese Elliptizitat wird jedenfalls 
kleiner sein als £^,^5 dabei wird die Gravitation die Verkleinerung der 
Elliptizitat begfinstigen, die Elastizitat ibr widerstebeib 

Wir heJiaupten, dafs sich die gesuchte Elliptisitm e mittels der 
friilwr (Gl. ( 1 ) und ^9)) berechneten Miptmmen und folgender- 
mafsen ausdrueJct: 
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Daneben merken wir nock den Unterscbied der EUiptizitaten in dem 
spannungsfreien Zustande bei der Rotation a und dem Zustande nacb 
Aufboren der Rotation an. Dieser Unterscbied beifse c'; er 
nacb (25) 

(26) s' = — E == 


*~ 1 ~ ^2 


Den Beweis fiibren wir auf doppelte Art: 

a) In dem naturlicben Zustande des Ellipsoides (Rotation co, Eilipti- 
zitat £^) beiTscbt Gleicbgewicht zwiscben Centrifugalkraften und Gravi- 
tation. Nacb (9) gilt daber fiir diesen Zustand: 

In dem deformierten Zustande (Rotation 0, EUiptizitat e) haben wir 
dagegen Gleicbgewicbt zwiscben Gravitation und Elastizitat. Da die 
elastiscben ICrafte nacb dem. spannungsfreien Zustande (EUiptizitat e^) 
binstreben, ist die elastiscbe Wirkung jetzt zu messen durcb den 
Unterscbied s' der EUiptizitaten und wird gegeben durcb a'TUg. Das 
Gleicbgewicbt zwiscben Gravitation und Elastizitat erfordert 

' Oder eV, == (e^ - s) W^. 

Wir dividieren diese Gleicbung durcb und setzen nacb (9) und (22) 
Fg/Ug == l/fj, TFg/Ug == l/fg- Dann ergiebt sicb 


(27) 




was mit Gl. (25) ubereinstimmt. 

Indem wir direkt an die oben gefundene Losung unseres dritten 
Problems anknupfen, konnen.wir aucb folgendermafsen schliefsen: 

b) In dem spannungsfreien Zustande des rotierenden Ellipsoids 
denken wir uns die Centrifugalkrafte gegen die Gravitations wirkungen 
gestricben. Um zu dem rotationslosen Zustand s uberzugeben, haben 
wir die Centrifugalkrafte im umgekebrten Sinne (also centripetal), 
sOwie den Unterscbied der Gravitationskrafte gegen jenen friiberen 
Zustand im umgekebrten Sinne (oder centrifugal) an unserem Ellipsoide 
anzubringen. In dem gleicben (centrifugalen) Sinne wirken die elasti- 
scben Krafte, die ja den Zustand ej berzustellen streben. Mitbin 
wirken bei dem Ubergange von dem Zustande zum Zustande £, d. b. 
bei der ERiptizitatsanderung e', die elastiscben Krafte und die Unter- 
scbiede der Gravitationskrafte zusammengenommen den dem Sinne 
nacb umgekebrten Centrifugdkraften entgegen. Die so entstebende 
iinderung s' der EUiptizitat kann daber unmittelbar nacb Gl. (23) 
berecbnet werden; wir erbalten: 
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Ill 

(28) 

was mit (26) iiberemstiinmt, — 

Nacli ErlecUgtmg dieser vier vorbereitenden Probleme geheu wir 
nun auf den eigentliclien Gregenstand dieses §, die ErJcldrung tfer 
GhmdWschen Fenode, ein. Dabei erinnern. wir uns der Resultate airs 
Kap. YIIj § 8, betreffend die Nutationsperiode*) eines Kreisels von 
deformierbarem Material und nabezii kugelformiger Grestalt. Wir sakeo. 
pag. 607^ dafs diese sieh aus der „ursprungliclien^^ Elliptizitat e dj.e 
der Ereisel im Ruhezustande bei der Rotation Null baben wiirde und 
nicbt aus derjenigen Elliptizitat berecbnet, die das in Rotation begriffeno 
Spbiiroid aufweist und die wir E = £ + / nannten. Die Eormel lautete 
(vgl. Grl. (12) Ton pag. 607): 

/ 2 q\ Nutationsperiode 1 

^ ' irjn.dreb.ungsdauer s 

Im FaUe der Erde ist die Umdrebimgsdauer gleicb einem Tage, £ be- 
deutet diejenige Elliptizitat, die die Erde bei der Rotation Null an- 
nebmen wiirde, ist also nacb Grl. (25) zu berecbnen. Die Elliptizitat 
E des rotierenden Kreisels ist im PaUe der Erde mit zu idenfci- 
fizieren; die Differenz beider Elliptizitaten wurde im Vorstebenden 
sowobl , wie Mber mit s bezeicbnet. Dabei bestebt der Unterscbied 
daJb wir uns friiber diese zusatzlicbe Elliptizitat e' allein duroh die 
elastisclien Eigenschaften des Kreisels bedingt dacbten, wabrend sie . 
bei der Erde im Sinne der Rleicbung (28) aus den elastischen und 
braTitationswirkungen zusammen bervorgebt. Die Anwendbarkeit uusereu' 
friiberen Uberlegungen wird dadurcb nicbt beeintriicbtigt ; denn es 
wurde bei jenen lediglicb das Vorbandensein einer Deformation ub«r- 
baupt, uicbt die Dmstande, unter denen dieselbe zustande kam, in 
Rec immg gesetzt. Ebensowenig macbt es fur die mecbanische Be- 
tracbtung etwas aus, dafs wir friiber den Kreisel im rotationslosen 

L im Zustande .+ dagegen als elastisclr 

e^nspriicbt ansahen, wabrend umgekebrt die Erde im Zustande 

1 dem daraus abgeieiteten, gedacbten, 

rotationslosen Zustand £ yon elastiscben Spannungen ergrifffn ist in 

^ Einflufs dieser Spannungen 

zerWen wurde. Denn es kann uns fiiv die Bestimmung der L- 

svstem^wr dem Korper ein Kraft- 

daRqplB fortgenommen wird, yorausgesetzt, dafs sich 

Wb^m Korper das Gleicbgewicbt bait. 

Aaiaiig yo/§ 8, p. S^runten^ Nutation = kriifte&eie Pra, cession) vgl. den 
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Nack GUeiclmmg (29) imd (25) wird nun die Periode dex freien 
Nutation der Erde, in Tagen ausgedrtickt, gleich 

(30) i^ = ±(i + iy. 

Ware das Material der Erde absolut starr (ihr Elastizitatsmodul un- 
endlich grofs, also 0), so ware die Nutationsperiode aus der 
EUiptizitat der rotierenden Erde zu berecbnen. und gleicli 1/fij. 1st 
aber die Erde elastiscb nacbgiebig (Elastizitatsmodul endlich, 
so kommt es auf die EUiptizitat der rotationslos gedacMm Erde an 
und es tritt zu l/fi^ ein Zusatzglied binzu. Die elastische JSfachgieUgJeeii 
der Erde verldngert also die Periode der freien Nutation, und zwar in dem 
Yerhaltnis 1 4- : 1. Legen wir beispielsweiso der Erde den Elasti> 

zitatsinodul des Stables bei, so ergiebt sich fiir dieses Vergrofserungs- 
verbaltnis : 

231 


l-b 


466 


1,5. 


Setzen wir die Nutationsperiode der absolut starren Erde (Eulerscbe 
Periode) gleicb 10 Monaten, so folgt als NTutationsperiodo einer Erde 
von der Elastizitat des Stables die Zeitdauer von 15 Monaten. Da 
andererseits die Beobaebtung eine Nutationsperiode von 14 Monatcjn 
(Cbandlerscbe Periode), also geg.eniiber der Eulerscbon ein Vergi’ersenuigs- 
verbaltnis von 1,4 ergeben hat, so schliefsen wir, dafs fiir das Material 
der Erde 


1 “f" 


1,4 


gelte. Hieraus konnen wir den effektiven Elastizitatsgrad der Erde 
entnebnien. Es ergiebt sich 

n A 1 

So ““ Et **= * * 

^ 1 231 678 


Nacb Grl. (10) ist die Grofse dem Elastizitatsinodul des betr. 
Materials umgekebrt proportional und nacb Ql. (11) gilt fUr Stahl 
£ 2 “ 1/465. Mithin berecbnet sicb der Elastizitatsmodul der Erde 
gleicb dem 578/4a5-facben, d. h. gleicb dem 1,24-fachen des Eksti- 
zitatsmoduls von Stabl. JVir hrauchen also der Erde nw eineu schr 
geringen Grad von elasHscher NachgieUgheit mmsdirdhm, urn die Vcr- 
Idmjenmg der Etilerschen in die Ohandlersche Periode auf diesem Wege 
m erUdren: Die Erde mu(s iJirem durchschniUlichm elastisehm Ver- 
hcdten nach noch etwas weniger nachgiebig sein dk StaU, oder dmn 
noch etwas hoheren Elasfmidtsmodul besikm wie dicser. 

Bei dieser Scblufeweise bedarf noch ein Punkt der Erlauierung. 
Der angegebene Wert (30) fiir die Nutationsdauer der Erdaxe ergiebt 
unter der Annahme der Starrheit (f^^O) die Period© l/e^«- 231 Tage. 

Kloln-Soaimaifald, Kreiselbewagvme. in. Aufi. 
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Diese Periode ist von der Eulersclien verscliieden und betragt noch 
nicht 8 Monate, Der Grnnd dieser Versciiiedenlieit liegfc iiaturlicli 
darin, dafs die wirMiche EUiptizitat der Erde von derjenigen ver- 
scliieden ist, die wir nnter der Annahme iiomogener Massenverteilnng 
auf lijdrodynamiscliem Wege berechnet baben. Im Vorstebenden baben 
wir nns oflPenbar eine gewisse Inkonsequenz zu Scbulden kommen lassen, 
mdem wir das Vergrofsemngsverbaltnis 1 + aus der theoretischen 
Formel (30) bestimmten, dagegen die Eutationsperiode bei starrem 
Verbalten der Erde gleich der Eulerscben Periode setzten, welcbe 
mittelbar aus den astoonomiscben Beobaclitimgen fiber die Pracession der 
Erde entnommen wird. Diese Inkonsequenz lafst sicb nacbtraglicb 
folgendermafsen recbtfertigen. 

Der theoretiscbe Wert 1/231 nimint auf die Ungleichformigkeit 
der Massenverteilung im Innern der Erde keine Rticksicbt und stellt 
nur eine dbere Grenze fur die EUiptizitat der Erde dar^ deren mittlere 
Dichte erfabrungsgemafs viel grofser ist als ibre Oberflacbendicbte. 
Tbatsacblicb ist denri aucb die wir.klicbe EUiptizitat der Erde (1/304 
uacb den astronomischen Beobacbtungen, vgl. pag. 663) oder die wirk- 
licbe Abplattung (1/298 nacb den geodatiscben Messungen) kleiner als 
der fiir bomogene MassenverteUimg berecbnete Wert 1/231. Aucb ist 
es klar, dafs bei inbomogener Massenverteilung der Begriff der Ellipti- 
^tat selbst insoferii uubestimmt wird, als die beidea pag. 689 genannten 
Definitionen alsdann zu verscbiedenen Zablemverten fiibren mussen. 
Die erne im Text gegebene Definition kounten wir als Massen-miipti- 

die andere in der Amnerkung gegebene zum Unterscbiede davon als 
Ahplattmg oder ais Oheirflachen-Mliptmtdt bezeicbnen. Zablreiche Unter- 
sucbungenvonEadau, Cailandreau, Poincare und alteren Forscbern 
beacbaftigen sicb mit der Prage, wie das (als stetig vorausgesetzte) Gesetz 

der Dicbtigkeitszunahme nacb dom Erdinnerii bescbaffen sein mufs, damit 
es mit der erfabrunpmafsigen Masson- und Oberflacbenelliptizitat, sowie 
mit der erfahningsmafsigen mittieren Erddicbte vertraglicb wird. Wir ver- 
weisen dieserbalb auf die EusammenfassendeDarsteliimg von Tisserand*) 
dessen Bericht binzuzuffigen ist, dafs E. WieeborP»'*<0 die einscblagigen 
astrouomiscben und geodatiscben Daten zu einer bemerkenswerten 
Tbeo ne des Erdinnern zusammengearbeitet hat, gegen welcbe aUerdings 


J celeste, t. 2, chap. XIV, insbesondere art. 110-112, 

mpU ■ 1+ ' Massenverteilung im Innern der Erde, Gottingei 

Nachrxchten 1897,^pag.^221. Vgl. auoh B. H. Darwin, Monthly Notices of fhe 
E. Asti. Soc. London. VoL 60 (1899) Nr. 2. Die Ergebnisse von Wiechert und 

Sitzungsberichte der Akademie 

d. VVISB. Berlin 1901, p. 328. 
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m neuerer Zeit aameatlicli von Schweydar Bedenken ertoben worden 

smd. In dieser Tbeorie wird die Erddiehte als sprnngweiee veranderlich 
angesetzt, die Erde namlicli als aus einein dichteren MetaUkern lind einem 
weniger dicbten Gesteinsmantel bestebend angenommen; . welcbe' von 
einaiider dnrcb eine zahfliissige Zwischenscbicbt getrennt werden. 
Die Q-rofsen- und Masaenverbaltnisse von Kern und Mantel lassen sick 
dabei. so bestimmen, dafs sowobl die Massen- wie die Oberflacben- 
eUiptizitat ricbtig beraiiskommen und dafs die Oberflacbe des Mantels 
genau und die Oberflacbe des Kernes nabezu dem spannitngsfreien hydro- 
dynamiscben Gleicbgewicbt entspricbt. Wir erwabnen diese Arbeiten 
bieij um begreiflicb zu maebeUj dais dureb geeignete Annabmen fiber 
die Massenverteilung der theoretiscbe Grenzwert 1/231 tbatsaclilicb 
in den beobacbteten Wert der Massenelliptizitat 1/304 sowie in den 
beobacbtetenWert der Abplattung ubergefilbrt werden kaun, dafssicb also 
insbesondere die Massenelliptizitat wegen der Inbomogenitat der Erde im 
Yerbaltnis 231/304 verkleinert. In dem umgekebrtenVerhaltnis mufs sicb 
dann die der starren Koustitution entspreciiende Nutationsperiode, die ja 
der Massenelliptizitat umgekebrt proportional war^ vergi'ofsem und es liegt 
nabe anzunehmen, dafs sicb in eben diesem Verbaltnis aucb die der wirk- 
lichen elastiscben Konstitution entsprecbende Nutationsperiode gegen- 
iiber demjenigen Wert, dan sie bei bomogener Massenverteilung tbeo- 
retiscb baben wurde, vergrofsert, Diese Annabine lag unserer obigen 
Erklarung der Cbandlerschen P eriode stillscbweigend zu Grunde , bei 
der wir nicht von der fiir bomogene Massenverteilung giiltigen Knta- 
tionsperiodo l/£^--=a231, sondern von der wegen der Inbomogenitat 
grolseren Enlerscben Periode von 304 Tagen ausgingen, die wir als- 
dann wegen der Elastizitat der Erde mit dem aus den tbeoretiseben 
Werten von und fg berecbneten Yergrdfserungsverbaltnis 
multiplizierten. Aucb in der oben zitierten Arbeit von Hougb 
wird mangels anderweitiger sioberer Unterlagen die gleicbe Annabme 
gemacbt. 

Dabei soli nicht goleugnet werden, . dafs unsere Resuitate sicb 
urspriinglicb auf ein bomogenes Ellipsoid bezogen und dafs ibre 
Ubertragung auf die inboinogene Erde notwendig mit einiger Un- 
sicberbeit verbundeii ist. 

Diese Dnsicberheit betrifffc aber nur die quantitativen Angaben, 
nicht die qualitativen. Wie Scbweydar gezeigt bat, findet man bei Be- 
riicksichtigung variabler Diobtigkeitsverteilnng im Erdinnern fur 
den dnrchschnittlichen Elastizitatsmodul der Erde einen etwas ande- 
ren Zalilenwert als den oben angegebenen. Dagegen bleibt das all- 
gemeine Resultat, dafs die Periode der freien Nutation dureb 

45 * 
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die Elflstizitat der Brde verlangert wird and dafs fiir ©inen gewissen 
Grad der Nachgiebigkeit die Biilersohe in die Ghandlerache Periode 
fibergeht, bei allgemeineren Annahmen fiber die Massenverteilung und 
die Struktur des Erdiniieren bestehen. 

Zum voUen Verstandnis der PolschwanJmngen (oder genaner ge- 
sagt, des 14-inonatliehen BesUndteils derselben) wird es beitrageii; 
wenn wir scbliefslieh noch die ini yorigen Kapitel, § 8^ gegebene all- 
gemeine Schildenmg der Bewegung eines deformierbaren Kreisels anf 
die Verhaltnisse der Erde ubertragen. 

Bei nonnaler Lage der Rotationsaxe, wo dieeelbe mit der polaren 
Hauptferagbeitgaie zusammenfallt, rotiert die Erde gleicbformig nm 
diese Axe mit der Abpiattung 1/298. Der Unterschied des aquatorialen 
und des polaren Erdradius betragt dabei B/298, wo JR den mittleren 
Erdradius bedeutet, oder rund 21 km. Jetzt werde die Rotationsaxe 
durcb irgend welche tJmstande abgelenkt. Die EUiptizitat der Erde 
bleibt dabei dieselbe (ygl. pag. 603), nicbt aber die Lage der Haupt- 
tragheitsaxen (vgl. Fig. 90 auf pag. 602). Die Erdmasse weiobt nam- 
lich bei festgebaltener Form des Erdellipsoides nacb der Seite der 
abgelenkten Rotationsaxe bin ans. Dabei stellt sio sicb aber nicbt 
symmetrisch nm die Rotationsaxe selbst ein, sondern um eine Axe 
die angenblicklicbe Haupttragbeitsaxe, die zwischen der ursprfinglicben 
Haupttragheitsaxe und der augenblicklichen Rotationsaxe liegt. Und 
zwar teilt .diese Axe den Winkel (d in Fig. 90) zwischen der ursprting- 
licben Haupttragbeitsaxe und der augenblicklichen Rotationsaxe nacb 
Gl. (6) von pag. 603 im Yerhaltnis Da war, 

kann das genannte Verhaltnis auch gescbrieben werden; 1 — e/s^. Nun 

bes^mte 1/s die Dauer der Chandlerschen, l/sj die der Euierschen 
Penode. Mithin wird 


14 


und 1 — 


Ableakmg dcB augenblieiJiclien Kotationspoles auf der Erd- 
oberfaehe, so ist die Ableakuug des augenblicMiehen TragheitspoleB 

MiLl mtoahmen wir pag. 677, dafs e im 

ttel 4 m be^; AMeufcung des HaupitiSglieitspoIes wird daher 

Ereifi^rnm P ^ ‘ RotatiouBpol einfach eiuen 

b&Uiche'iUo.b so mabte der augen- 

Sd 2eit uud im gleichen tJmlaufBsLe 

uud to l! Tet’^’ Brdoberflaclie hierbei erfShri, 
-d to ™u Ted m emer Hebuug zum Tail i„ eiuer Seukuug besteheu 
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wird, ist aufserst geriug. Wir kSnnen sie aus Gl. (3) iind (5) von p^g 601 
md 602 immittelbar entnehmen. In Ql (3) bedentet r denjenigen 
Abstand, den ein Punkt anf der Oberflache des Spbaroides vom Mittel- 
punkte desselben bei der nomalen Umdrebnng oj nm die ursprftngliche 
PaupttrSgbeitaaxe bat; Gl. (5) giebt denselben Abstand bei abgelenkter 
Eotetionsaxe. Die Different beider steUt die Verrncknng des Punktes 
wfolge Aer Deformation des Spbaroides dar; sie betragt, wenn wir 
den Mber mit w bezeicbneten Radius durcb den mittleren Erdradms 
ersetzen und die Winkelablenkung d als kleine Grofse bebandeln: 

(3) - (5) - ii:£'(cos20 cos2(0 ^ d)) = Ee'd sin 20 . 

In Jig.90/pag. 602 wird diese Grofse durcb die Dieke desjenigen Streifens 
dargestellt, welcben die Umrifsellipse in der deformierten, um O- verdrebten 
Lage von der ursprunglicben Umrifsellipse abscbneidet. Die grofste 
Verrackung findet nacb Pig. 90 und der vorangebenden Pormel filr 
G = 45o statt, wo sin20 = l wird. Piir diese Breite konnen wir, 
indem wir nocb JSd, die auf der Erdoberflacbe gemessene Ablenkimg 
des Rotationspols, mit e bezeicbneh, die Verrtickung darstellen dxircb 

Da e nur 4 m betrug, so wird die grofste Verrttckung eines Punktes 
an der Erdoberflacbe fcleiner als 4 mm. 

Mit der Kleinheit dieser Verriickung hangt aucb die Geringfttgig- 
keit der Lotscbwanlrang zusammen, die durcb , die Deformation der Erde 
bervorgerufen wird. Wir bestimmen einerseits nacb Gl. (3), andrer- 
seits nacb Gl. (5) von pag. 601 und 602 den Winkel, welcben die Nor- 
male an das Erdeliipsoid mit der Verbindungslinie des fraglicben Ortes 
nacb dem Mittelpunkte derErdfigur bin bildet. Dieser Winkel ist (bei 
Vertauscbung von Winkel und Tangente): 

1 dr 

j . , . r dQ 

und wird in erster Naberung 

nacb (3) ...-(£ + /) sin 20 , 

nacb (5) — « sin 20 — sin 2 (© -f- d). 

Der Unterscbied beider Winkel, welcher gleicb der Eichtungsandenmg 
der Lotlinie ist, ergiebt sicb daber zu 

«'(sin2(0 4-d)-sin20) = 2 £'dcos 20 . 

Die grofste Lotscbwankung findet biernacb in Ubereinstimmung mit 

Pig. 90 fiir 0 = 0 und x/2^ d. b. an den Polen und am Aquator statt 
und betragt 


±2£'d. 
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Da soeben 6'<ip-s geftnden wnrde, so wird die grofste LotschwantuiK 
Memer als der 500t. Teil der Ablenbung der Rotationsaxe. Da fefestere 
Fig. 104 Ton pag. 676 Hemei- als 0",3 war, so wW die Lot- 
ablenhi^ jedenfeUs kleiner als 0",0006, eine GroJse, die der Beobach- 

tnng unter kemen Dmstanden zuganglich sein diirfte. 

Endlicb mbge nocb auf den Einflufs bingewiesen werden, den 
das Wasser der Ozeane auf die Lange der Nutationsdaner moglicber- 
weise ansuben karm.. Ware die Brdoberflache voUig mit Wasser be- 
deckt, so^wnrde sich dieses, da es dem EinfluTs der CentrifngalkrSfte 
rei zu folgen Termag, synuneteiscb rings mu die augenbUeldicbe 
Eotetionsaae emsteUen. Wir batten dann im Ansoblnfs an Fig. 90 zu 
unterscbeiden: die Oberflaobe der Fliisaigkeit, welcbe bei einer Ab- 
lenkuug der Rotafcionsare mn den Tbllen Winkel d gegen ibre urspriing- 
licbe Lags verdrebt wird, uBd die Oberflacbe des festen Erdkemes. 
wdehe nur um den pag. 608 bestimmten Brucbteil von d naob der 
beite der Rotetionsaxe verscboben wird. Die ansgiebigere Ablenkung 
dffl Flussigkeitsoberflacbe wflrde die Daner der freien Nutation W 
Z Abweichung zwiseben 

der T durcb das Terbalten 

arf 1 werden massen und nur der Rest 

un" .1 ■ n§ ** V j. ®Tde fcommen. Die Naobgiebigkeit der Erde 

FksH/t"f Heiner oder ibr durcbscbnittliober 

Elastotatsmodul nooh griidser ergeben, als er oben gefimden wurde, ■ 

setzten \ ^‘‘weicbung auf Reebnung der Blastizitat der Erde 

seteten. In WuHicbkeit wird nun aber die Erdoberflacbe nicbt voU- 

lieTlf > bedeckt und die Beweg- 

Eluent' ^ 

EM r 1 Desbalb diirfte es kaum ibunlicb sein, den 

Einflufs der Oze^e auf die Nutationsperiode der Erdane a priori ein“ 

““ massen, bis ein 

WtodT w b den Polscbwankungen ent- 

EiiatoT. ,1 11 .™ P'^'“‘“**'*riicher Periode bingewiesen; wenn die 

E^ta derselben Bieher festgesteUt und ibre Grofse ungefahr be- 

aiT^s Piottim d“ den Einflufs dieser Bduten 

aul das Problem der freien Nutationen der Erdane anzngeben. 

§ 8. Die Polsohwankvmgen von jahrUohor Periode. Maesentransporte 

imd Slutreibung. 

1 „ MSruiig der Cbandlerscben Periode ist nur eine Seite 

des Problems der Polscbwankungen erledigt. Es ware woitei zu t 
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grindeii; warum neben jener eine jahriicbe Periode auftritt, die wir aus 
der bjg m5b berauskssen, und warum aucb naeb Abzug der Schwan- 
kuDgen dieser Periwle ein Reatbetrag iibrig bleibt(Pig. 106) von scbein- 
bar gesetzlosen, zufalligen Storungen. Uberhaupt verdient die Fra^e 
alle Beacbtung, weahalb die Bahn des Rotationspoles so kompliziert und 
teilwoise regellos ausfallt, wahrend dock die asfcronomischen R-utationen 
(vgl § 3 dieses Kapitels sick streng gultigen matkematiscken Gesetzen 

fTi n*on 


Der Grand kiervon sckeint darin zu liegen, dafs die Frde im Sinim 
des Yorigen Paragrapken zwar effektiv feM ist, dafs sick aber ikre TeUe 
bis zu einem gewissen Grade gegen einander verschieben konnen. 
Insbesondere iegt das Vorkandeusein der jakrlicken Periode die An- 
nakme nahe, dafs sol eke Versckiebungeii oder ^Massentransporfee^ 
durck die Sonnenwarme bedingl werden, also meteoroiogiseken Ur- 
^prangs sein mogen. Man. hat versekiedene meteorologisoke Ein- 
fliisse ziir Eiklarung der jakrlicken. Polschwankungen kerangezogen^ 
so den jakrlicken Wecksel in den Seknee- und Eisablagerangen' 
Meeresstroraungen von jahrlicker Periode und dadurck °bedingte 
Wassertransporte, sowie Sckwankuugen in den Niveauflachen des Luffc- 
meeres. Die letzteren sekeiuen sick auf Grand der fur den grofsten 
Teil der Erde bekannten Isobarenkarten am ekesten quantitativ be- 
stimmen zu lasseri und liefern Masseuumlagerungen von aberrasekend 
kohem Betrage. 

Wir entnekmeii die folgenden Angabeu einer Untersuchung you 
R. Spi taler*), Bekanntermafsen ist der Luftdruck ilber den Festlands- 
massen im Winter hoker als iin Sommer. Daher wird die Luftdruckdifferenz 
zwiseken Januar und Juli auf der nbrdlicken Halbkugel im Mittel positiv, 
auf der svidlicken negativ sein. Die Verteilung der Drackdifferenzen 
ist dakei natMich keine gleichformige^ sondern wesentlick versekieden, 
je nackdem die betr. Gegend Festland oder Ozean ist, und zwar in 
dem Sinne yersekieden, dafs die Wasserbedeckung die Luftdrucksekwan- 
kungen merklicb ausgleicht. In tlb ereinstimraung mit dieser Uberlegung 
zeigen die Isobarenkarten, dafs sick der DruckiibersckufB zwiseken Januar 
und Juli auf der nordlioken Halbkugel kber dem asiatiseken Festlande 
konzentriert, wahrend sick der Druckiibersckufs zwiseken Juli und 
Januar auf der siidlicken Halbkugel inselfonnig kber die drei Gebiete: 
Sudafrika, Sddamerika, Australien gruppiert. tlber die Polargegenden 
ist naturgemafs niokts Sickeres bekannt. HinsicktHck der GrSfse der 


*) Die periodischen Luftmassenverschiebangen aud ibr Einflafs aaf die Lagen- 
^aderangea derErdachse. Petenaanns Mitteilaagen, ErgS)n 2 aBg 0 beft Nr. 137 (1901). 
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Druckdifferenzen lekrt die Ausmessimg der Isobareiakarten Polgen(Jea: 
Es lagert anf der nordlicheii Halbkugel zwiscben 0 ° und 80° nordlieiier 
Breite. im Janaar ein Luftmassenuberscbufs gegeniiber JtJi gleich 
192^ Kubikkilomefcer Qnecksilber/ anf der siidliclien Halbkugel. zwiaelieii 
0 ° und 50 ° sudHcker Breite im Juii ein Masseniiberscbnfs gegentlber 
Januar von 402,2 Kubikkilometer Quecksilber! Da ein Kubifckilometer 
Queeksilber die Masse 13,6 - 10^® kg aufweist, so kaben wir es bier 
mifc Mas8enunte]^scbieden zu tbnn, die mit der gesamteii Erdmasse 
(gleick mittlerer Dicbte mal 4:^2273 ^ rund 6 • kg) schon einiger- 
mafsen vergleicbbar sind *)• 

HinsicbtliGh der durcb Meeresstromungen veruraackten Massen- 
transports verweisen wir auf eine Absckiitzung von J. Lamp**). 

Aniser durc]i meteorologiache Einflusao Imden Massentransporte 
Ton kurzer Periode infolge von Ebbe und Pint und unperiodisehe 
MaasenTerschiebangen wemi aucb yon geringem Betrage durcb Erd- 
beben, tulkanisehe AusbrQcbe, Ablagertmgen der Plttaae und durch 
die sakolaren Hebungen und Sentungen der Erdkruste atatt ***) 

Wir haben nns nun zu fragen, wie solcbe Maaaentranaporte di» 
der (Ibrigen Erde beemfluaaen. Wir konnen dabei einen 
und einen Em/k/S unteracheiden, einen indirekteu 

durcb *e TeranderteMassenTerteiluugTermittelicn Einflufa, indera durch 

emeu MassentrMsporl die Haupttragbeitaaxen der Erde verlegt werden 
md somit die Lage der Botationsase in der Erde beeinfluTst irird eiuer. 

CM If ’ <1- JIaaaentrl;X 

und dadnrcb dm”f" Gesamtimpulsea verbrauoht 

VerbatoisS’'™ Scbilderung der fragUchen 

Maaaentranaportea zu beatimmen, 

"ii MB z. rs q“^ I>®>ken 

s^wischen O'* mid SO** nSrdliclieir Breite o-Ipi-pV, . die Kugelzoae 

Bedecktmg von nur 0,78 mm Hehe ifenr ’ferteilt, so ergiebt sich eine 

nSrdlicheu Kngelzone entepricbt daher ein MaBsenuborschufs anf der 

ineterstand als im Jnij, Ebeaso enf-anr' Ti+ a tun 0,78 nun bOherer Baaro- 

QuecksHber anf der geuannten sudHcL Masseniiberschufs von 402,3 fcm* 
“““ Bai.oLe“t!ld “mS! ““ - - •'uH um t,0» nun 

Vertederlicbkait der PolhSb?™f8te,n°5i'M^”L ““ mSgUohe tlreache der 
der Mheren OeodlSsie, H, Lp Leipzig isw ”™' Tbeorien 
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Yerfalare man so. Man bereclme aus der als bekcuini anzuselienden 
Lage der bewegten Masse gegen. den Erdlcdrper in jedem Momente 
die Lage dei Haiipttragiieitsaxen in der Erde und insbesondere die 
Lage des Tragbeitspoles. Wenn letzterer vor deiii Masseptransport 
zufalliger W^eise mit dem instantanen Rotatlonspol zusamineniiel, wird 
er wabiend desselben mid nach. demselben Yon diesem Yerscbieden 
seiii. Gestattet man sick, was mit grofser Annaiierung znla^sig ist, 
die Erde nacli wie vor als syrDinetriscben Kreisel (mil gleicben aq^uato- 
lialeii TiagbeitsinomenteiiJ 211 bebandeluj so be)Stelit die Bewegung des 
Rotationspoies ancb. naeb dem Mass eii transport aus. einer TJmkreisnng 
des Tyagheitspolee. Die Periode dieser Bewegiing ist unter Voraus- 
setzung der friiker kereclineten Elastizitat — die vierzeknmonatlicke. 
Der Radius des ICreises kangt dabei in erster Linie von der Ver- 
riickung des Tragkeitspoles, in zweiter Linie von der Descliwindigkeit 
des Massentrausportes ab; er bleibt tbeorotisck solange erkalten, bis 
er durck neue Massentransporte abgeandert wird. 

Bei der Bespreckung des direhten Einflusses der Massentransporte 
au.{ den Impiils wollen wir annekmen, dafs unser Massentransport dixrek 
innere Krafte kervorgerufen sei, also durck Kriifte, die innerkalk des 
Massensystems der Erde dem Desetz der Grleickkeit von Wirkung und 
Gegenwirkung gentigen. Bann gilt unser fimdamentaler Impulssatz von 
pag. 113 fttr die nicktfeste Erde ebenso uiiumschrankt wie fkr einen 
starren Korper (vgl, eine Bemerkung auf pag. 111 ). Dieser Satz besagt, 
dafs der Gesamtimpuls des Massensystepis der Erde nach Ricktung und 
Grofse im Raume konstant bleibt. Der Gesamtimpuls zerlegt sick aber 
kier in den Impuls des Massenti-ansportes und den der Erdrehung. 1 st 
der erstere veranderlick, so mufs es auck der letztere sein. Mit dem 
Impuls der Erddrehung andert sick im AUgemeinen auck die Rotations- 
axe der Erde und die Lage des instantanen Pols auf der Erde. Fiel 
dieser vor dem. Massentransport mit dem geometriscken Pol zusammen, 
so wird er wakrend desselben von ikm entfernt 5 bewegte er sick 
ursprnnglick in eincm Kreise um den geometriscken Pol, so wird der 
Radius dieses Kreises durck den Massentransport vergrbfsert oder 
verkleinert. 

Wir geben nun einige analytiscke Ausfiikrnngen kierzu, wobei 
wir die beiden untersckiedenen Einfliisse zunackst nock getrennt kehandein 
und den Sto£P in eine Reike von Einzelproklemen aiiseinanderlegen. 

Erstes Erohlem: Eine Manse oder der Schtver'pimkt eines nicht m 
ausgedeJmten Massensystems m wwde von der Stelle der Erde 

nach der Stelle X Y Z verlayert. Wie andert sick dahei die polare Maupt- 
ti'dgheitsaxe? 
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Bei der urspriinglichen Lage yon m seien die Koordinatenas 
Hanpttragheitsaxen, ■ Die Haupttragheitsmomente heifsen A, B=^A, 
die Tragheitsprodukte (vgl. pag. 98) sind Null. Bei der abgeanderi 
Lage von m setzen wir die Tragheitsmomente und -Produkte um < 
KoordinatenaXen in folgender Form an: 

A ~ A a j JB = A -j- 0 = C ^ } 

e, f, ff. 

Die Grdfsen a,..., e, iiaben die Bedeutung 

\e^m(YZ-Y,Z,),... 

und sind im Verbaltnis zu A und C als kleine Grorsen zu bebiande] 
Bei der Bestimmung der abgeanderten Lage der Haupttragheitsax< 
kniipfen wir nacb pag. 100 an die folgende Flacbe zweiten Grades a 

(A -\- (A-\- h) c) = 1 . 

Die Hauptaxen derselben^ welcbe zugleicli die gesuchten Haupttragbeit 
axen sind^ werden durch. die folgenden Gleichungen bestitumi: 

■{AA-a-X)t~g^-f^^Q^ 

— {A~{-b~X')ri — e^~ 0 , 

~fl — er} + {G+c~X)t^ 0. 

Hierm isfc X so zu wablen, dafs die drei Gleichungen miteinander yea 
traglich werden. 1st dieses geschehen, ao bestimmen die VerhiUtniss 
S : ? die Lage je emei- der drei Hauptawn. Es iat fur das Folgeiid 
equem, die |, ,, J als die Kicbtnngskosimis der fraglichen Hanptas 
^zofassen, dire absolute Grofse also so zu wahlen, dafs -f- .,, 2 ; 

und Tr HaupttragheitBax, 

de71^“’ Iplglicbei 

azen wile die ^^"‘‘torialen Hauptteiigheits 

azen ware die entsprecheude Annahme nuzulassig, weil iire Lane ii 

der Aqiiatorebene urspriinglieh unbestiimnt ist nfd daber durcb Iner 

wX atltn ”1“ worden\ar? X 

GrSfsen wie f| a|\nd d ^ g^cb 1 nehmen. 

pM daber eihacb xX+eX XTUXir G1 "rn^f 
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zugleich als die dutch, die zugehorigen geocentrischen Wiuhel ge- 
luesfeenen x uiid ^/-Koordiuateii des Ttagheitspoles augesehen werden. 
Multiplizieren wit | und vj mit dem Etdradius so eriialten wit 
direkt die Yerschiebung des Ttagheitspoles auf der Erdobetflache. 

Um ein Zahlenbeispiel zit geben, wollen wit aanehmen, die Masse 
m werde auf einem Meridiau, den wit zut ZZ-Ebene nehuien kouueu, 
aus det Bteifce ©q in die Breite 0 Tetschoben. Es ist dann 


mi2 


e = 0, /■== -y-(sin20 — sinSe^), 


V 


Den Ausdtuck (2) fiit | konnen wit so umschteiben; 

1 = ' 


A—CA 


Die Grofse A wiirde bei homogenet Massenrerteilung dutch 2MIt^/b 
zu betechnen sein, unter M die Masse der Erde verstanden; det wirk- 
lichen MassenTerteilimg entspricht abet besser der Ansatz A = ArjJ73*). 
Mit Benutzung des bekannten Zahlenwertes von Aj(G ~ A) folgt 
daraufhin 


I = _ 456 ^ (sin 20 — sin 20o). 

TJm eine Ablenkung der Haupttragheitsaxe iim 1" hervorzubringen, 
ist hietnach, wenn z. B. = — 46®, 0 = -f 45® genommen wird, die 
folgende Masse erforderlich: 


m 


nM 


10- 8 J/ . 


180 • 60 . 60 • 912 

Natiirlich schlagt der Pol in. demselben Sinne aus wie die Massen- 
verschiebung erfolgte. 

Zw eites Prohlem: Es finde eine Massenverschiebung static deren 
Impuls nacJi Grofse und Lage im Erdhorper du/rch. einen ev. verdnder- 
lichen Vektor Xgv fur jede Zeit geg^en ist Es wird angenommm, da fs 
die HcmpUrdgheitsaxen durch diese Massmverschie'bung nicM abgedndert 
werden (s. unten). Welchen Einfhufs hat die Massmverschiebimg auf die 
Lage > der Botationsaxe? 

Sehen wit vou aufseren Kraften ab und nehmen wit an, dafs der 
Massentransport lediglich durch innere Krafte hervorgebracht wird, so 
bleibt der Gesamtimpuls im Raume konstant. Dieser hat gegen die 
bewegte Erde die Komponenten L Xj Jf-b/a, iV'+J', wenn LMN 
den Impuls der Erddrehung bezeichnet. Mithin gelten nach pag. 140 
die Eulerschen Gleichungen in der folgenden Form: 


'*) Vgl. Helmert 1. c. II, pag. 473. 
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dt 

dt 

d(Jf -\- v) 

~dt 

Wir schreibeu dafiir 

di 
dM 


(3) 


dt 

dN 

dt 


(ieopbysikaliache Aitwendxingeji. 

■r(L -\- X) 

q(L+X) -p( 3 I-i-p). 

rjlf- grj\r -f A,. 

■ yL Hhp^-j~M, 
iL ~pM+ N, 


indem wir setzen 

Die Srarsen X v sind Heine Grofsen; wir konnen daker in den 
Twatehenden Detotionagleichungen die p, g, r dureii ihre Nakerunga- 
d h d““h w r*’ ™g®8t6rter Erddrekung kaben wflrdL, 

sioJi diese Gleiciiimgen wie folgt: 

(4) + M-=~^-^o>X, N--^. 

onen der Zeit and die fflelckungen (3) laaaen die folgende Dentung 
an. Unaer Maaaentranaport rom Impuiae Xpv beeinluTat die Brd 
dreki^ in^solckei-Weiae, ala ob eine ala Punktion der Zeit gegebene 
Drekkraft A M N an dem ErdkSiper akgriffe gegeoene 

tana^TnoTb « rf Haupta^en durck denMaaaen- 

kbnnL w“t 'TT' 

k^r -'ll"' “ d™ Wainen Paktorin ote g 

^aftet Bind r mit aemem Nahenmgawert a> vertauacken. Die bdden 

eraten Gleickungen (3) lauten dann: i/ie oeiaen 

4 ^ 

^ dt 


(5) 


A 


(^■-O)o}g - 4 - A, 

^ — (0~A)<op+ M. 

Die ^ilte^ffleickung ko^t fiir daa Eolgende niekt in Betaacht 
temp Je/«tg Hnltiplikation mit 1 nnd i an einer 

( 6 ) 4 + ^g) fn A\' / . V 

V/ jL ^ •^)^®04-*g)-b A + ^M 
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ziiBammea uud nahmen Ton dem Massentransport aa, dafs er ein 
penodracher aei, dafe also X, p, v und daher aueh A, M, N periodische 
Fnnktionen der Zeit Bind. Diese Funttionen werden wir naoh Anel- 
feohen der Periode in eine Pouriersche Keihe entwickeln und ein 
einzelnes Beihenglied ffc sicli betrachten. Far A + «M tonnen wir 
dann ganz ailgemein den Ansatz machen: 

A iPA = 

Dem entspricht als allgeraeines Integral von (6): 

wo c die Integrationstonstante ist und wo znr Abiiirznng gesefet 
wurde: 

(a ^ — ^ 

P r— 


1 ~-ictA~im{C~A) /3-fa’ 

0 ist ebenso wie vorlier a und a' im AJlgemeinen komplex. Die beiden 
ersten Glieder der recbten Seite von (7) stellen die durcb den Massen^ 
^sswmgene Scbwingang, das letzte Glied die freie Scbwingung 
der Eotationsaxe dar, Erstere erfolgt natiirlicb im Zeitmafs des Massen- 
transportes, letztere in der durcb den Wert von angezeigten Periode 
von A/(€-~ A) Tagen. Setzen wir letztere nicht gleicb der Eulerscben, 
sondern gleicb der Cbandlerscben Periode, so berdcksichiigen wir da m i f. 
in einfachster Weise im Sinne des vorigen Paragrapben die elastiscbe 
I^acbgiebigkeit der Erde, die sicb naturlioh aucb an dieser Stelle geltend 
machen wird. 

Wie bberall bei Scbwingungsfragen stofsen wir bier auf ein ge- 
wisses Besonanzpbanomen, d. b. auf eine V^erstarkang der Ausschlage 
im Falle der Eoincidenz zwiscben der Periode der freien und er~ 
awungenen Scbwingung. Diese Koineidenz tritt ein, wenn in unserea 
Bezeicbnungen wird, in weicbem Falle entweder h oder ¥ 

unendlicb grofs wird. Wir messen die far eine gewisse Frequenz ein- 
ketende Verstarkung am besten durcb den Vergleich mit einer sebr 
langsamen Scbwingung (ec « 0). Nacb (3) ergiebt sicb fur den Koeffi- 
zienten h bei sebr geringer Frequenz bez. filr das Verbiiltnis dieses 
Koeffizienten bei beliebiger und bei geringer Frequenz: 

und ^^~AJ 


1 




I 

I 

i 
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(Dieselbe Forinel gilt fur den Koeffizienten V, wenn wir 4- « mit — a 
vertauseben; die folgenden Bemerkimgen, die wir an den Wert von & 
anknllpfeoj ergeben sicb ebensowobl aus der eutsprecbenden Formel 
fiir wenii wir negative Frequenzen a betracbten.; also dem Massen- 
transport den umgekebrten Sinn beilegen.) 

Hat z. B. der Massentransport die Periode eines Jabres nnd nehinen 
wir als Periode der freien Scbwingung; wie verabredet, die Cbandlerscbe, 
so wird ft://3 = 14/12 und (vom Vorzeieben abgesehen) = 6. I)er 
TJmtand also, dafs die jdhrliche Periode nicM sehr weit von der natiir- 
licdien Periode der Polschwankmgen enfernt ist, hat ^wr Folge, dafs. 
ein Massentransport von jahrlicher Periode eine sechsmal std/rkere Ab- 
letikung hervmbringt, als ein Yorgang, der dieselbe Prehhraft, al)&r in 
unendlich verlangsamter Zeitfolge auf die Erde vb&rtrdgt. Hat der 
Massentransport andrerseits eine sebr knrze Periode, (ft: sehr grofs), so 
wird grofs und bj\ klein. Z.’B. wollen wir uns auf den an 
sicb bedeutenden Massentransport bezieben, dor relativ zur rotierenden 
Erde mit balbtagiger Periode in der Ersobeinung der Ebbe und Flut 
auftritt*). Hierbei ist rund gleicb 840 und bjbf, rund gleich 1/840. 
Ein Massenb-ansport von so harm Periode bringt also bei gleicher Grbfse 
der ubertragenen JDrelilcraft gegenilber einem mtlich unendlich verlangsamten 
Tramporte nur eine verschwindend Meine WirJmng auf die liotationsaM 
herver. Das Massensystem der Erde ist eben zu trage, nm den Ein- 
wirkungen von ganz kurzer Dauer folgen zu konnen; es folgt einer 
Stoning um so williger und ergiebiger, je naher die Storungsperiode 
der natiirlicben Periode der Polscbwankungen liegt. 

tJbrigens tritt dasselbe Eesonanzpbanomen aueh auf, wenn wir wie 
in dem ersten Problem dieses § lediglicb die indirekte Wirkung des 
Massentranspoites, d. b. seinen Einflufs auf die Massenverteiluiig in 
Recbnung setzen, indem durcb einen periodischen Massentransport aucb 
der Tiugbeitspol der Erde in periodiscber W^eise verlagert wird und 
bieraus eine um so starkere Scbwankung des Botationspoles entstekt, 
je naher die Periode des Massentransportes der natiirlicben Periode 
der Polscbwankungen liegt. Wir werden unten in einem dritten Problem 
bierauf zuriiekzukommen Gelegenbeit babeu. 

Durcb den^ geringen Unterscbied zwiscben der jahrbcben Periode 
der meteorologischen Massentransporte und der freien Scbwingungs- 
penode des Poles ist jedenfalls die MogHobkeit gegeben, dafs ein ver- 
baltnisn^ scbwacber meteorologiscber Massentransport eine ver- 


aie ge^^e Au,Jande.-. 


§ 8. Die Polschwankungen V. jaM. Periode. Massentranepoxfee n. Plutreibung. 715 

haltniemaMg Starke Pol^cliwaiikniig zm- Folge Imben kann, eine Mog- 
lichkeit, die bei dem Studiuta der Polschwankmigeii von ialirlioher 
Periode im Auge zu bebalten ist. . 

Es giebt eine Klasse von Massentransporten, bei denen die bier 
fur sich bebandelte Wirkung auf den Impuls tbatsacblicb gesondert auf- 
tritt und die Wirkung auf die Massenverteilung in PorifaU kommt. 
Wir sprechen von „cyklisclien Massentransporten^ Wenn die verscbobene 
Masse sofort von neuer Masse derselben Dicbtigkeit ersetzt wird. Ersicbt- 
Hcb giebt ein cyMiscber Massentransport zu einer Umlagerung der Haupt- 
tragbeitsaxen keinen Anlafs., wabrend er andrerseits den Impuls der Erd- 
drebung nacb Mafsgabe seiner Geschwindigkeit und Ergiebigkeit beein- 
flufst. Diese Falle lassen eine sebr elegante Bebandlung besonders 
dann zu, wenn der Impuls des Massentransportes in Bezug auf den 
Erdkorper konstant bleibt; sie sind von V. Volterra*) in einer Reibe 
von Abbandlungen untersucbt worden. 

Bisber ist es indessen nicbt gelungen, reale cykliscbe Massen- 
transporte von hinreicbender Intensitat oder bmreichender Dauer nacb- 
zuweisen, die einen merklicben Einflufs auf die Polscbwankungen baben 
konnten- Namentlicb scbeint der Versucb nicbt aussicbtsvoll, mit Yol- 
terra aucb die Polscbwankungen der Cbandlerscben Periode aus diesem 
Erklarungsgrunde abzuleiten. Die cykliscbeii Bewegungen, welcbe Vol- 
terra postulieren mufs, urn zur Cbandlerscben Periode zu gelangen, sind 
rein bypotbetiscber Natur und werden durcb die geopbysikaliscben Er- 
fabrungen nicbt wabrscbeinlicb gemacbt. tjberdies werden wir im Fol- 
genden seben, dafs die direkte Wirkung eines Massentransportes auf 
den Impuls gegen seine indirelRe Wirkung auf die Haupttragbeitsaxen 
im Allgemeinen zuriicktritt, dafs also ein nicbt -cykliscber Massen- 
transport die Erddrehung im Allgemeinen mebr beeinflufst, wie ein 
cykliscber von gleicber Starke. Deshalb sebeinen die Volterra’scben 
Untersuchungen mebr ein allgem eines matbematiscbes wie ein unmittel- 
bares geopbysikalisches Interesse zu baben. 

Rein tbeoretiscb, obne Riicksicbt auf geopbysikaliscbe Fragen, 
war die Bewegung eines Kreisels, in dessen Innerem eine cykliscbe Be- 
wegung vor sich gebt, scbon friiber von A. Wangerin**) bebandelt worden. 


*) Aatronom. Nachr. Bd. 138 (1896), pag. 38; Atti d. R. Accademia di Torino, 
Bd. 30 und 81 (1895). In deraelben Riclitung liegen die ErJ.9.uterungen von G. 
Peano, ibid. Volt err a fafst seine Untersucbungen zusammen in Acta Mathe- 
matica Bd. 22 (1898). 

*) Halle 1899, Universitatsschrift. Das Problem ist in mathematiscb veraU- 
gemeinerter Form aufgenommen von V. Tolterra, Rend. d. R. Accademia dei 
Linoei (5) Bd. 4 (1895) und von E. JaRnke, LiouviUes Journal (6) Bd. 6 (1899). 
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Indem wir jelzfc noch die bei unserera ersten imd zweiten Problem 
gegebenen Entwickelimgen zusammenfassen, beriicksicbtigen wir nuw- 
zugleicb die direkte Wirkung auf den Impuls und die indirekte Wir- 
kimg eilies Massentransportea auf die Massenyerteilung der Erde. Wir 
steilen nns dementsprectend das folgende 

Dritte Problem; Pine Masse m werds von dner Anfangslage 
cms in bestimmUr Weise o/nf der Erde verscJioben, so dafs ihre Koordi- 
nafetv X,T,Z gegen den ErdJcorper bekannte, im Besonderen periodisch& 
FunMonen der Zeit sind. Hierdurch wird der TrdgJieifspol der Erie irh 
bestimmter Weise dbgelenU und es wird gleichmtig, der Impuls der Erd- 
dreJiung in solcher Weise heeinflufst, als ob auf den Erdkbrper eine l?e- 
stimmie DreMraft AMN wirhte. Es sollen die Bifferentialghiclvungen 
der BreJibewegung aufgesteUt und iniegriert werden. 

Aus den als Fnnktionen von i gegebenen Koordinaten X, Y,Z von. 

m berecbnen wir zunachst den Verschiebnngsimpnls von m, namlich 

den X ekfcor -trf -vr/ rrt 

mX , mx, mZ 


und' bieraus die Momente dieses Vektors um die Koordinatenaxen, 
welcbe die nacb denselben Axen genommenen Zomponenten des Dreii- 
impulses des Massentransportes werden, namlicb 
(10) X^m(YZ'-ZY'), (i^m(ZX'~XZ'), v^m(XT~YX'). 

Die Bewegung des Erdkorpers wird, unter der Annahme dafei 
anfsere Krafte nicM vorbanden sind, nacb wie vor durcb die Qlei- 
cbungen (3) dargesfcellt, in denen die A, M, N aus den soeben an- 


gegebenen 1, v binreicbend genau mittels der GI, (4) berecbnet 
werden konnen. In der That gelten die Gb (3) von pag. 712 oder 
die GL (2') von pag. 140, aus denen wir jene folgerten, fur ein be- 
liebiges im Ereisel festes recbtwinkligea Axensjstem, gleicbviei ob 
classelbe das System der Haupttr%beitsaxen ist oder nicbt. Im Gegen- 
satz zu den Betracbtimgen bei unserem zweiten Problem sind unsere 
Koordinatenaxen jetet nicbt mebr Haupttragbeitsaxen; nebmen wir etwa, 
an, dais sie es zu Anfang der Bewegung waren, so verlieren sie die«e 
Eigenscbaft in dem Mafse, wie der Tragbeitspol durcb den Massen- 
transport abgelenkt wird, Infolgedessen treten an die Stelle der eiii- 
facben Beziebungen L = Ap, M ^ Aq,N=^ die aUgemeinen Gl. (2) 
von pag. 95 fur den Zusammenliang zwiscben Impuls- und Rotations- 
vektor, die wir mit Riicksieht auf die Definition der Grofsen ah 
efg in Gl. (1) folgenderinafsen scbreiben konnen: 

L {AA-a)p ~ gq ~ fr^ 

■— gp A- (A A 5) q — er, 

N — fp ~eqA (C-f- c) r. 
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Wir berilcMoMigen, daft & « 6 efg,p^ Heine Grafeen eind nnd ■ 
Koimen daher wie folgt vereinfachen: 

( 11 ) L^Ap-fr, M-^Aq-er, N‘~{a+c)r. 

Kese W»te Iiaben wir in' die Gl (3) einOTtragen. Aus der diitten 
cieser eic ungen Mgt z-anach.st, dafs (im Gegensatz zu. r eelbst) 
rfr/di erne Heine Gtrofte wird, was man ubrigene auch darans ent- 
nehmen komit^ dais die nngeatorte, ursprttngliche Bewegnng in einei- 
g achformtgen Eolation c - b - const, bestand. In den beideu ersten 
GXeicbungen (3) Ternaelimssigen wir femer alle diejenigen Glieder. die 
yon der zweiten Ordnnng in den Heineu Groften werden und ereefasen 
in den Gliedern erster Ordnung r durcb seinen Nalierungswert co So 
ergiebt sich 

wo zur Abkiiming gesetzt ist: 

(13) I A =01^ -03*6+ A, 

~ 03 4- f -f- M „ 

Die Gleicbungen (12) lia,ben durcbaus dieselbe Form, wie die Gl (5)* 
die A', M' bier sind, ebenso wie die A, M dorfc, bekaiinte Funktioiien 
der Zeit, wenn der Massentransport in seiner Abbangigkeit von der 
Zeit bekannt ist. Die A', M' fassen die direkte Wirkung auf den 
mpii s und die in direkte Wirkung des Massentransportes zusammen 
und lassen sich abermals deuten als eine eebeinbare, auf den Erd- 
kdrper wirkende Drebln-aft. Bemerkenswert ist nocb der foigende 
anaiytische Ausdruck dieser scbeinbaren Drelikraft, der sick unrnittel- 
bar alls den Definitionsgleichungen (4) und (13) von A, M und A', M' 
ergiebt: 

A ==.- - (A - mf) + £»(g,~ file), 

M'- - (;/.-c3c) - 

Man bat also, um neben der direkten die indirekte Wirkung des Massen- 
transportes zu beriicksiobtigen, A, p. einfacb durch l~~mf a — ioe 
zu ersetzen, 

-yy T Crl. (12), ibre Integration und die 

Diskussion ibrer Losiingen unterscbeidet gieb in nicbfcs von der obigen 
Behandlung der Gl (5); insbesondere findet aucb jetzt die oben betonte 
Resonanzwirkung statt, wenn der Massentransport periodisch ist und 

Klelc-Sommer feld, Krelselbewegiiujj. III. Aufl. 
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seine Periode der Periode der freien Sch-wingangen det Erdaie nahe: 

*1 • L 

Wir wollen hier zunachst die Frage entsolieideii, ob bei einem 
periodiscben Massentransport die dijekte oder die indirekte Wirkung, 

d, h. die Wirkung auf den Impuls oder die auf die Massenverteilung die 
bedeutendere ist; urn von da ans zu einer fitr die Zablenrecbnnng 
nutalichen weiteren Vereinfacbnng der GH. (12) zn gelangen. Wir 
brancben zu dem Zwecke nach den Gleicbungen (14) lediglicb das 
Yerbaltnis der Grofeenpaare A> ft nnd mf, coe zu prtifen. 

Das Giesetz, nacb. welehem der Massentransport ini Erdkorper 
zeitlicb ablauft, moge durcb die folgenden, moglichst bequem ge- 
wablten Gleichungen zum Ansdruck gebracht werden: 

X = Xp H- a sina#, 

Y Tq h BiXL at f 

Die fraglicbe Masse pendelt hiemacb nm ihre Anfangs- und Mittellage 
XqYqZq in der Periode 23r/a berum. Wir berechnen nach (1): 
e — mZobBmat^ f^mZ^aBmat 

nnd nacb (10): 

X = — mZ^ha cos at, ft *=■ mZ^aa cos at. 

Hiemach ergeben sicb die Verhaltnisse 

il a i COB at l» a a cosaf 

(of 09 a sin at ^ tot mb bid. at 

tFber die Amplitaden a nnd h wollen wir nicbts Naberes aussagen; 
wir werden aber annehmen; dafs sie etwa von gleicber GrSfsenordnung* 
sind. Dann wird die Glrofsenordnnng der vorstebenden Verbaltnisae 
im Mittel durcb den Faktor a/ca gegeben. Nun sind die Grofsen cc 
und flj umgekebrt proportional der Periode des Massentransportes hez. 
der der Erddrebung. a/co wird daber gleicb der reziproken Anzahil 
von Tagen, welcbe auf die Periode des Massentransportes kommt. Wiir 
saben bereits, dafs nur Massentransporte von solcber Periode, die der* 
natttrlicben Periode der Polscbwankungen nabe liegen, einen starkeni 
Emflufs auf die Polscbwankongen ausilben konnen. Desbalb ist fftjr 
alle Massentransporte die uns interessieren, a/(o eine kleine Zabl, filr 
die meteorologiscben Massentransporte beispielsweise gleicb 1/365. 
Es folgt hieraus, daik hei diesen Masseniransporten die direkte WtTJcunff 
gegenuber der indireJcieft sphr erhebHch gurUcldritt, sodafs wir in deoa. 
Gl. (14) X nnd /t gegen toe und «/’ streichen konnen, Gleicbzeitig 
werden wir aucb dfjdi gegen toe und dejdt gegen tof streichen kSnnen, 
weil das Yerbaltnis dieser Grofsenpaare der Grofsenordnung nacb aber- 
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mala durch den Wert «/<» bestimmt wird. Die Gl. (14) Tereinfachen 
sicli auf Gfrund dieser Vemaciilassiguiigen zu 

wofiir wir ancb naoh Gl. (2), indem wir die Winkelablenkungen der 
Hauptaxen einfiiiiren, sckreiben konnen: 

(16) A'= Gi\A-G)'ri, M'= -f <»‘'(^-0)|. 

Diese Vereinfacbung ist bier anf Grund einer sebr speziellen An- 
nabme ilber den Massentransport abgeleitet. Man bbersieht aber leicbt, 
dafs ancb bei aUgemeinerem Ansatz, wenn man die X, Y, Z dnrcb 
eine Fourierscbe Eeibe gibt, anf deren erste Glieder wir uns oben 
beschrankt baben, abnlicbe Scbliisse moglieh sein warden, dafs namlicb 
ancb dann bei den Gliedem von langer Periode (d. h. lang gegen die 
Periode der Erdumdrebnng) der dnrcb die Andernng der Massenvertei- 
lung bedingte, indirekte Einflnfs iiberwiegt, wabrend bei den Gliedem 
von knrzer Periode (d. h. knrz gegen die Period© der freien Scbwingnng 
der Erdaxe) sowohl der direkte Einflnfs anf den Impuls wie jener in- 
direkie Einflnfs anf die Erddrebung nnbedeutend wird. bTnr bei stofs- 
weisen Massentransporten dilrfte der direkte Einflnfs ansscblaggebend 
sein, wobei es allerdings zweifelbaft bleibt, ob solcbe Massentrans- 
porte von betracbtlicher Starke in Wirklicbkeit vorkonunen. 

Setzen wir die Werte (15) in unsere Differentialgleicbungen (12) 
ein, so lauten dieselben: 


(16) 


{ dp 
di 
dq 
dt 


A~C 

A 







Hier wollen wir noch neben den Koordinaten tj des Tragbeitspoles 
die ebenso zn messenden Koordinaten des Rotationspoles einfiihren, 
welcbe u, v beifsen mogen. Die m, v sollen die Ricbtungskosinns der 
Rotationsax© gegen die Eoordinatenaxen X nnd Y bedenten, also 
gleicb sein pjr h&z. q/r, wofiir wir ancb binreichend genan p/o bez. 
q/ cj nebmen konnen. Benutzen wir anfserdem wie in Gl. (8) fur die 
Ereqnenz der freien Scbwingnng der Erdaxe die Abkiirzmig so 
werden nnser© Gieicbungen: 


1 1|. = 4- I). 


Sie besagen einfacb, dafs der JRotationspol in jedem Augml>licke 
den Trdglmtspol mit der WinkelgescJiwindiglceit umgedreJit wird. 


urn 

Der 


! 
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Sinn der Drelning stimmt mit dem der Erddrelmiig liberein; das 
Koordinatenaystem ist so gewalilt zu denkeH; dafs die positiye X-Axe 
auf kiirzestem Wege in die positiYe X-Axe durcii die Etddrebung 
iibergefulirfc wird. 

Znm Zwecke der Integration fassen wir die (Jk (M) in die kom- 
plexe Form zusammen: 

(18) ■ ^ 

und nehmen an, dafs infolge von Massentransporten der Tragheitspol 
eine elliptisehe Schwingnng nm seine mittlere Lage ausfiihre. Wir 
konnen dann fiir ahnlicli wie friilier fiir A + den Ansatz 

macken: 

(19) I 4 . o!er^^K 

Dem entsprickt als zugekoriges partikulares Integral von (18), welckes 
die durck den Massentransport crzwmigem Sckwingung des Rotations- 
pols darstellt (von der freien, in der Periode 2%]^ = 14 Monaten 
erfolgenden Sckwingnng konnen wir abseken); 

( M H- = 6e‘“^ + bV*®', 
p — p-f* 

GrL ( 20 ) stellt ebenso wie (19) eine elliptiscke Sckwingung dar. 
Um die gegenseitige Lage und Grofse beider EUipsen bequem zu iiber- 
seken, konnen wir die Koordinatenricktungen so gewaklt denken, dafs 
sie mit deu Hanptaxen der Ellipse (19) zusammenfallen. Dann sind a 
und a und nack ( 20 ) auck b und h' reell. Neimen win die Hauptaxen 
der beiden EUipsen bez. h, h, JH) K, so konnen wir statt (19) und ( 20 ) 
sckreiben; 

(19') I -f i'tj ==. h cos at + sin «i, /t == a 4 - a', — a', 

(20') M 4 iu ^ Hc.QBat + iKBmat, h 4 - 6', 

Man erkennt hieraus, dafs der Ricktung nack die Hauptaxen beider 
EUipsen zusammenfallen; was ihre Grofse betrifft, so ergiebt sick aus 

(20) und der Definition der h,Jc,S[,K: 

/qi\ jy Pi§b-\;-cck) 

■ /?8 ^5! ' J iL ^ . 


Es ist dabei zu beackten, dafs die JEZ, K mit Vorzeioken zu recknen 
sind und dafs man auck der Grofse h ev. das negative Vorzeicken bei- 
zulegen kat, um erforderlickenfaUs den ricktigen Umlaufssinn des 
Tragkeitspoles durck (19') zum Auadmck zu bringen. Die Umkehrung 
der Gl. (21) liefert 
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Es mogen zunachst einige Zalilenbeispiele und Figuren folgen. 
Wir nebmen dabei an, dafs der fraglicbe Massentransport meteorologi- 
scben IJrsprungs sei, also die Periode eines Jabres babe. Als Periode 
der freien Schwingnng seben wii-, urn der Elastizitat des Erdkorpers 
Eecbnung zu tragen (vgl. pag. 713), die Cbandlersche an. Daun wird 
lund a//3 = 7/6. Der Triigbeitspol mbge eine geradlinige Schwingnng 
ausfubren, es sei also z. B. = 0 mid Aus ("21) er- 

giebt sicb 


nnd aits (20') 




/c==~2,Sk 


u 3,2 h cos cct, V ~ — 2,8 h sina^. 

Dieser Fall wird durcb Fig. 107 a veranschaulicbt. Wir baben dabei 
entspiecbende, d. b. zu gleicber Zeit von dem Tragbeitspol und dem 
Rotabionspol inne gebabte Piinkte mit gleicben Zablen bezeicbnet. 

^ In Pig. 107 b ist binsicbtlicb der Babn des Tragbeitspoles an der 
vorigen Annabme festgebalten. Dagegen baben wir, wie es fiir einen 



Fig. 107 a. Fig. 107 b. 


absolut starren Erdkorper angemessen ware, als Periode der freien 
Scbwingungen die Enlerscbe gewahlt. Es wird dann = 5/6 und 

- 2 , 111 , IC-^le-3,3k, 

u ^ 2,1 k cos Kf, -y = + 3,3 k sin at. 


Beide Figuren 107 bringen die wiederbolt bervorgebobene Reso- 
nanzwirkung znm Ausdruck, vemioge deren die Bewegung des Rofcations- 
poles bei nicbt sebr versebiedenen Perioden der freien und erzwungenen 
Sebwingung wesentlicb ansgiebiger wird, als die des Tragbeitspoles. 
Dafs sicb in Pig. 107 a der Rotationspol auf der entgegengesetzten, in 
Fig, 107 b auf derselben Seite wie der Tragbeitspol befindet (entgegen- 
gesetzte bez. gleicbe Phase bat), entspriebt einem allgem einen Scbwingungs- 
gesetz; entgegengesetzte Phase tritt stets iin Fade a>/3, gleicbe Phase 
im Fade a < /3 ein. Den Ubergang zwiscben beiden EUipsen ver- 
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mittelt der Fall a = wo unsere Ellipse (s. Gl. (21)) in einen Kreis 
von nnendUch grofsem Eadius libergeiii Im PaUe a = 0 (unendlicE 
lange Periode, sakularer Massentransporfc) axtet die elliptisclie in eine 
geradlinige Schwingung ans, indem (vgl. (21)) K== 0, K ^ Jc wird-^ 
der Eotationspol folgt dann genau der Balm des Tragheitspoles. Im 
Falle a = oo (unendlich rascFe Schwingung) vermag der Eotationspol 
der Einwirkung deS Massentransportes aherhaupt nicht zu folgen; es wird 
nach (21) K^ O. Denkt man sick in Fig. 107b die in eine Gerade 
ausgeartete Ellipse des Tragheitspoles dnrcb eine kontinuierliehe Folge 
von sioh erweitemden EUipsen, zu denen auck die in dieser Figur 
konstruierte Ellipse des Eotationspoles gekSrt, in den unendlicken Kreis 
ukergefiikrt und in Fig. 107 a diesen durck eine kontinuierlicke Folge 
von sick veren^emden EUipsen, deren eine mit der in dieser Figur 
verzeickneten Ellipse ukeremstimmt, in den Koordinatenanfangspunkt 
zusammengezogenj so kat man das Gesamtbild der moglicken 
Baknen des Eotationspoles bei beliebigen Werten des Verkaltnisses «//3 
vor sick. 

So ubersicktlick liegen indessen die Verkaltnisse nicht mekr, wenn 
wir die Bahn des Tragheitspoles selbst ais eUiptisck ansetzen, also der 
soeben betrachteten geradlinigen Schwingung eine zweite dazu senk- 
reckte und in der Phase gegen jene verschobene Schwingung kinzu- 
fkgen. Dann k ann es insbesondere vorkommen, dafs der Eesonanz- 
effekt in gewisser Weise durck Interferenz verdeckt wird; die Mannig- 
faltigkeit der gegenseitigen Lagen beider EUipsen, die nack den Gl. (21) 
moglick siud, wird dann auTserordentlick grofs. — 

Each Erledigung der vorangesteUten drei Probleme kommen wir 
nun auf die bei der Erde vorUegenden realen Verkaltnisse, insbesondere 
auf den im Anfang dieses Paragrapken besprockenen Luftmassentrans- 
port zuruck. Wie Herr Spitaler auf Grund der Luftdruckkarten (durck 
mechanische Quadratur fiber die Erdoberflacke) berechnet, wird durck 
den Lufttransport der Tragheitspol abgelenkt 

im Januar um 0",055 nack 100® west!, v. Gr. 

„ Juli „ 0",041 „ 68® ostl. V. Gr. 

Der Tragheitspol schlagt also zu jenen beiden Zeitpunkten um an- 
nakemd gleicke Winkel nack annakernd entgegengesetzten Meridianen 
kin aus. Durck spater hinzugekommenes Material wurde Sckweydar* 
in den Stand gesetzt, die Lage des Tragheitspoles ffir jeden Monat zu be 
reckuep. Es zeigt sick, daB der Tragheitspol mit groBer Annakerunj 
eine lineare Schwingung in ost-westlicker Eichtung mit der Amplitude 


*) Berliner Akademie 1919, S. 367. 
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0. 05" ausfahrt. Die genauere Bahn zeigt Fig. 108. In Fig. 107 batten 
wir bereits die Babn des Rotationspoles dargestellt, die einer gerad- 
Jinigen Scbwingung des Triigbeitspoles entspricbt; man bat dort die 
y-Axe als OW-Ricbtung zu deuten. Die Integration war dabei in solcber 
Weise eingericbtet, dafs der Rotation spol die gleicbe Periode zeigte 
wie der Tragbeitspol, namlich die Periode eines Jahres ; d. b. es war 
der rein erzwuiigene Bestandteil der Bewegung herausgescbalt worden. 
In matbematischer Hiusicbt bedeutet dies eine passende Wabl der 
Integrationskonstanten, in pbysikaliscber Hinsicht, dafs die Scbwingung 
des Tragbeitspoles seit unendlich danger Zeit bestanden und die Be- 
wegung des Rotationspoles dieser voUkommen sicb angepafst hat. 

Die allgemeine Bewegung ergibt sicb, wenn man dieser erzwungenen 
Teilbewegung eine beliebige freie Cbandierscbe Nutation ttberlagert. 
Eine solche tTberlagerung entstebt, wenh zu irgend einer Anfangszeit ein 
einmaliger impuls den Rotationspol aus seiner erzwungenen Babn entternt. 
In alien solcben Fallen gebt die einfacbe Ellipse in eine kompiizierte 
Figur fiber, die sicb als 
Suminationsergebnis der 
freien und erzwungenen 
Scbwingung auffassen lafst , 

Herr Scbweydar zeiohnet 

1. C, eine solche Figur, indem 
er zum Anfangspunkte der 
Integration speziell den 
Nullpunkt, d.h.den Mittel- 
punkt der Ellipse wiihlt. 

Die Figur bekommt dann ein spiralfdrmiges Ausseben, abnlicb wie unsere 
Darstellung 104 der beobacbteten Polsciiwankungen. 

Was die quantitativen Verhaltnisse betrifft, so haben wir nacb Pig. 108 
in Fig. 107 a die dortige Entfernung 01 =03 ==0,05" anzunehmen, und dem- 
entsprecbend auch die Constants in den Formeln (21) (22) von S. 720 gleich 
0,05" anzusetzen. Daraus ergebeii sicb nacb S. 721 dieHalbaxenin Ricb- 
tung NS und 0 W i? = 3,2.0,06" = 0,16", K = 2,8.0,05" = 0,14" 
Die bierdurch festgelegte Ellipse ist mit unserer Figur 105 b zu ver- 
gleicben. Aucb bier scbeint der.NS-Ausscblag S etwas grofser zu sein als 
der OW Aussoblag AT; die Figur ist eingescblossen in ein Recbteck 
von den Seitenlangen 0,32'" in Ricbtung NS und 0,24" in RiobtungOW; 
die demen tsprechen den Maximalamplituden 0,16" und 0,12" stimmen 
fast genau mit unseren tbeoretischen Werten flberein. 

Alles in allem hat man zu der Annabme guten Grund, dafs der 
jahrliche Bestandteil der Polscbwankungen aus meteorologiscben Massen- 
transporten befriedigend zu erklaren ist. 

Nicbt so gfinstig stehen die Aussichten fur die Erklarung des in 
Fig. 106 dargestellten Restbetrages von unperiodischen Polscbwankungen. 
Sakulare Massenveranderungen von einigermafsen wahrscheinlicbem Be- 
trage goben meist nur sehr kleine Einwirkungen auf den Tragbeita- 
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und den Rotationspol*). Auch macht die allgemeine Gestaltimg Ton 
iig. 106; soweifc wir derselben uberhaupt reale Bedeutung zusprecben 
konneH; den Eindruck, als ob es sich bei den unperiodiscben PqI- 
scbwankungen mebr um kiirzere Zeifc anbaltende und dann im um- 
gekebrten Sinne wirkende Stornngen bandelt. 

Storungen dieses Cbarakters wilrden sicli in unserer obigen Be- 
zeicbnnng als direkte Einfliisse anf den Impnls der Drebbewegnng 
ergeben, wenn eine Massenyerschiebung anf der Erde ziemlicb plotzlicb 
eingeleitet wird und alsdann wieder zur Rube komint; So dafs der 
Iinpuls der iMassenTerscbiebung erst erzeugt und nacbber wieder ver- 
nicbtet wird und die korrespondierende Impulsanderung der Erddrebung 
zuerst im einen und alsdann im entgegengesetzten Sinne stattfindet. 
Da wir indesseii durcbaus keinen Anbalt zu der Annabme baben^ dafs 
derartige Massenverscbiebiingen von binreichender Starke auf der Erde 
moglicb sind; so balten wir es fur nutzloS; die soeben angedeutete 
Vorstellung weiter auszufiibren. — 

Hinsiobtlicb der allgemeinen analytiscben Entwickelungen dieses 
Paragrapben sei nocb bervorgeboben, dafs die fiir die Bebandlung des 
Erdkorpers von variabler Massenverteilung grundlegenden Gleichungen 
(3) uninittelbar aus unserer Auffassung der Eulerscben Gleicbungen 
entspringen, aucb fur den EaU, wo die Koordinatenaxen nicbt Haupt- 
axen, des Erdkorpers sind oder bleiben, TJiiter Festbalten an den einmal 
gewabiten Koordinaten gelangten wir dann durcb blofse Spezialisierung 
auf den besonderen vorliegenden Fall zu der einfacbsten Gleicbungs- 
form (1^). Ill der Litteratur wird das Problem am eingebendsteii von 
6. H. Darwin**) bebandelt. Darwin legt dabei als Koordinatenaxen 
nicbt wie wir im Erdkorper feste Axen, soudern die im Erdkorper 
beweglicben jeweiligen Hauptaxen 55U Grunde und kommt auf diese 
Weise ebenfalls zu den Endgleicbungen (17), Die der Fig. 107 b zu 
Grunde liegenden Recbnungen sind zuerst von R. Radau ***) gegeben 
worden, wesbalb die Ellipse jener Figur gelegentlicb als Radau’scbe 
Ellipse bezeicbnet wird. Unter allgemeinereu Voraussetzungen disku- 
tiert F. R. Helmertf) den Zusammenbang zwiscben der Ellipse des 
Pragbeitspoles und des Rotationspoles. 


Dnsere Darsteilung der Polscbwankungen wiirde aber unvolistandi 
sem, wenn w ir nicbt neben den binsicbtlicb des Rotationspoles centr 

*) Vgl.Tisaerand, Mdcanique celeste H, Chap.29, art. 208 und Chap. 30, art.21J 
-o 4. influence of Geological Changes on the Earth 

Botation. London, Phil. Trans. 167 (1877), mit eincm Anhang ion Lord Kelvii 
" ) E: Eadau, Comptes Eendug 111 (1890) nnd Bulletin Astronomique 7 (1890 
t) P. E. Helmert, Astronom. Nachr. 126 (1891), Nr. 3014. 
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fugalm Wirkmigen der Massentranspovte nock gewisse centrlpetale 
Tendenzen erwaknen wiirden, die dnrck Auttreten you Eeikuna-sein- 

^ «Si ® 

fliiaseti veranlafst werden imd die in gewisser Weise die Bewegmig des 
Rotationspoies l5enikigen. und vereuifacken kounen, so wie jene die- 
selbe storen mid komplizieren. 

Wir denken in erster Linie an die Reibnng, welcke Ebhe und 
FM mit sick bringt nnd zwar zmiachat die gewokniicke durch Mondr 
odor Sonnenanziekung kervorgekrackte. Bckon Immanuel Kant kat 
1754 das Yorkandensein einer solclien Reibung betont und kat daraus 
die Notwendigkeit einer siikularen Verlangerung des Sterntages ab- 
geleitet Wie diese Reibung ira Einzelnen znstande kommt, braucken 
wir kier nickt zu erorteni'-^) ; fiir imsere Zwecke geniigt die folgende, 
etwas groteske Vorstellung: Aiif der mit Wasser bedeckten Erdoberdaoke. 
sind an den diametralen Enden eiiies Durckmessers die beiden Flutberge 
angehauft-, die Erde rotiert unter ihnen fort^ wahrend die Flutberge selbst 
stillstehen bez. nack Malsgabe der Mondbewegung ikre Stelle verkiiltnis- 
niafsig langsam verandern- Sie (ibertragen durck die Yiscositat des an 
der Erde kaftenden Wassers ein .Drekmoment auf diese, welckes der 
Erddrekung entgegenwirkt. Wenn der Mond genau im augenblicklichen 
Aqiiator der Erde test stiinde und die Symmctrie der Flutbewegung durck 
die Kontinente nickt gestort ware, ’wiirde die Axe des Drekmomentes 
mit der augenblicklicken Rotationsaxe iibereinstimmen und seine Grolse 
der Grofse dieser proportional sein. Die kierdurck gekennzeicknete 
denkbar einfackste Bestiinmung des Drekmomentes der Flutreibung 
wollen wir dann als ainiahernd und im Mittel allgemeingiiltig anseken. 
Wir konnen etwa die beiden Flutberge mit den beiden Backen einer 
Eisenbaknbremse yergleicken, die sick an das rotierende Rad anlegen 
und deesen Umdrekung verlangsainem 

Die weitere Yerfolgung des Einflasses der Plutreibimg ist kier- 
durck auf ein Kreiselproblem zurdckgefukrt, welckes bereits in Kap. YII, 
§ 7 als Problem des Luftwiderstaudes bekandelt wurde: Ein sonst 
kriiftefreier Kreisel steht unter d(jm Einflufs einer Drekkraft, deren 
Axe die augenblicklicke Drekungsaxe ist und deren Grofse der augen- 
blicklicken Rotation negativ proportional ist. Wir saken, dafs bei 
eiuem solcken Kreisel die Rotation allmaklick erlisckt und dafs gleich- 
zeitig die Rotationaxe asymptotisck und spiralig mit der Axe des 
grofsten Haupttragkeitsmoinentes sick zu yereinigen strebt (ygl. pag. 588 
und die Figur von pag. 589). Bei der Erde ist die Axe grofsten 

*) Vgl. kierzu Kap. 16 und 17 des Werkes von G. H. Darwin, auck wegen 
weiterer Litteratur. Inebesondere sei nocli auf die dort erOrterten iiberraschenden. 
koamogoniscben Wirkungen der Gezeitenreibung hingewiesen. 
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Traglieitsmomentes die polare Bimpttragheitsaxe. Es koniite also 
scheinen, dafs wir in dieser Flatreibiing eine die PolscKwankungen. 
ausgleicliende und dampfende Wirkung kaben und dafs wir es dieseir 
Wirkimg verdanken, wenn trotz temporarer Storungen der Kotationspol 
im Mittel dem Tragheitspol erfabrungsgemafs so nahe bleibt. 

Indessen lehrt eine Zahlenrechnung, dafs diese Wirkung ganzlich 
zu vemachlassigen ist. Wir knftpfen dabei an Grl. (1) und (6) von 
pag. 587 und 588 an. In GL (6) bedeutete ^ den Winkel, den die 
augenblicklicbe Rotationsaxe mifc der Axe grofsten Haupttragheits- 
momentes zur Zeit t einschliefst, denselben Winkel zur Zeit ^ = 0- 
Indem wir uns anf kleine Winkel /?, bescbranken, konnen wir 
GL (6) sckreiben; 


Xi 


WO £ (rund gleicb 1/300) wie friiber die Elliptizitafc der Erde be- 
deutefc. Nacb der angezogenen Gl. (1) ist andrerseits: 


xt 


Beide Gleichungen zusammengefafst ergeben 

£ — /LY 

^0 ~ Uo/ • 

Wahrend also die Flutreibimg eine urspriinglicb vorhandene Ablenkung 
/3 q der Rotationsaxe auf die Halfte ibres Betrages reduziert 9 

rednziert sie gleicbzeitig die urspranglicb vorbandene Erdrotation 
auf den Brucbteil 

(if = = 

ilirerselbst. Mit anderen Worten: Die Erdrotation miifste vermoge der 
Flutreihung bereits so gut wie voUstdndig mr Ruhe gehommen sein, eke 
die Edlfte eine)- ursprunglick vorhandenen Ablenhmg der Rotationsaxe 
ausgeglkken ist. In solcber Weise aufgefafst kommt also die Plut- 
reibnng fiir^ die Frage der Polsebwankiingen iiberhaupt nicbt in Betracbt 
(ebensowenig wie der Massentransport der gewobnlicben Mond- oder 
Sonnenflut, vgl. pag. 714) und kann aucb nicbt (vgl. pag. 593) zur 
Erkliirung sakularer Anderungen der Rotationsaxe, wie sie in der 
Geologic baufig postuliert worden sind, berangezogen werden. 

Fluten und eine andere 
^eib^g, welcbe in wirksamerer Weise den Rotationspol nacb 
dem Tragbeitspol zuriicldenken diirften, namlicb diejenigen Fluten, die 
urc le Polschwankungen selbst bervorgerufen werden (vgl. pag. 684, 
wo wir insbesondere den vierzebnmonatbcben Bestandteil dieser Fluten 
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erwalmten). Audi diese Fluten werden mit Reibuug verbunden sein 
und zwar kann man sich vorstellen, dafs die Reibung bier der And&mng 
der Botationsaxe entgegenwirkt.und dafs ibre Axe auf der Rotationsaxe 
senkrecht stebt, wabrend die Reibung bei der gewobnlicben Mond- und 
Sonnenflut von der jeweiligen Grofse der BotaUon selbst abbangt und 
ibrer Axe naeb mit der jeweiligen Rotationsaxe msammenfadt. 

Wollen wir uns von dem Zustandekommen dieser Fluten eine 
moglicbst einfacbe, wenn aucb wieder etwas robe Vorstellung bilden, 
so konnen wir folgendermafsen sagen: Die Lage der Rotationsaxe im 
Erdkorper zu einer gewissen Zeit sei durcb die Grrofsen jp, g, r ge- 
geben; dieser Lage entspricbt, wenn von der Einwirkung der Konti- 
nente abgeseben wird, eine Anordnung der Wasserbedeckung, bei 
welcber letztere einen Flutgiirtel um den zur Rotationsaxe senkrecbten, 
augenblickbeben Aquator bildet. In einem folgenden Zeitpunkte sei 
die Lage der Rotationsaxe gegeben durcb p -}-p'df, q -j- q'dt, r + r'dt‘, 
der Flutgiirtel legt sicb jetzt um den nunmebrigen Aquator berum 
und ist gegen seine vorberige Lage gedrebt. Wir fiihren ibn aus 
seiner ersten in seine zweite Lage iiber, indem wir ibn um die gerneiu- 
same Senkrecbte zur ersten und zweiten Lage der Rotationsaxe dreben 
und zwar durcb einen Winkel, welcber dem Ablenkungswinkel der Rota* 
tionsaxe gleicb ist. Die Flutreibung wirkt dieser Drebung entgegen; 
wir nebmen der Einfacbbeit wegen an, dafs das Moment der Flut- 
reibung um dieselbe Axe wirkt, wie diese Drebung erfolgt, und der 
Grofse der Drebungsgescbwindigkeit proportional ist. Die Axe der 
Flutreibung berecbnet sicb dann durcb die Unterdeterminanten des 
folgenden Schemas: 

p qr 

f f t 

pqr 

Die Komponenten der Flutreibung werden daber den folgenden Aus- 
driicken proportional 

qr'^rq', rp' — pr', pq'—qp- 

Beriicksichtigen wir, dafs die Grofsen p,q,p'jq'}'f^' klein sind und dafs 
r naherungsweise gleicb o ist, so konnen wir unter Vemacblassigung 
kleiner Grofsen zweiter Ordnung dafdr scbreiben; 

-cog, mp', 0. 

Mit Benutzung eines positiven Proportionalitatsfaktors X setzen wir 
dementsprecbend die Komponenten der Flutreibimg den folgenden 
GrSfsen gleicb 

— • XAq' f XAp , 0 . 
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In der That erkennt man leiclit, dafs durcli diesen Ansatz den oben 
liber Grofse, Axe' und Sinn des Flutreibungsmomentes gemachten Ver- 
abredungen entsprochen wird, falls die DrelLgeschwindigkeit der Erde 
0 ) als positiv gereclmet wird, die Koordinatenaxen also die aiif pag 720 
angegebene Lage haben Das Tragheitsmoment J. wurde den ror- 
stehenden Ausdriicken. als Eaktor hinzngefugt, damit die Grofse A der 
Dimension nach eine reine Zabl vorsteHt, was ftir das Polgende be- • 
quern ist. 

Tim den Einflufs dieser Plutreibung auf die Polschwankungen zia 
bestimmen, gehen wir auf die Eulersohen Grleicliungen zuriick denen 
wir rechterhand die soeben bestimmten Komponenten der Flutreibuncr 
hinzufiigen. Die Gleichung fiir die Komponente r wird dadurch in 
erster Naherung nicht abgeanderi Diese Komponente kdnnen wir daher 
auch mit Riicksicht auf die Plutreibung als konstant ansehen und 
gleich ^ setzen; mit anderen Worten: die Lange des Sterntages wird 
durch die jetzt in Rede stehenden Pluten innerhalb der yon uns fest- 
gehaltenen Denauigkeitsgrenze nicht verlangert. Die Eulerschen G-lei-* 
chuiigenfardieKomponenteny und j d6s DrehungsTeWo.'s lauten , 
warn wir Tom der Storung der .Bewegnng durch Massentransporte ab- 
sehen und nur die freieu Sehwingiingen der Erdaie befeaehten; ' . 

^p'-~(A~C)ag:-ZAs', 

Ag - (0 — A) cop A iAp'. 

Wir fassen sie aum Zweok der bitegratipn in der Sfters besohriebenen 

We.se m die mne komplexe Gleichung .ueammen: 

A(p +*2') _ (C-A)ia(p + iQ) + iiA(p' + ifi')^ 
wofilr wb mit Eiufflbruug der EUipfeitat s anch schreibeu kSnueu: 

peldSie'*prisli!!r^“““ Hein gegcn 1 sein, da im anderen Palle 
Daher kLe^i^ otT” kominen konnten. 

umformer ®oi»H,ng anch so 

und folgendermafseu integrieren: 

P -j~ iq = (20~i(uli+eio)i 

i h. der Erdaie, 

Von hier ans ergebfn 

die Periode der Polsobwanlni ° Schliisse: Die Beibung lafst 
Polschwankungen ungeandert (nngeandert bis aurGrofsen 
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zweiter Ordnung); ilire Freqiienz wird auch jetzt durcli das Prodiikt em 
bestimmtj dagegen erscheinea die Scliwingiuigeii jetzt vermoge der Rei- 
bung geddmpft. Der Dampfungstaktor betragt fiir die Dauer einer freien 
Sckwingiing nacK der vorstekeaden Pormel Vermoge dieser 

Dampfung wird ersiclitlicli der Rotatioaspol dem Tragbeitspole ge- 
naliert| aucli ist es klar, dafs kierdurcb der friilier kervorgeRobene 
Resoiianzeffekt gemildert wird, sodafs beim Zusammenfallen der freien 
und erzwTingenen Sckwingangen die AmpHtude des Rotationspolea nickt 
mehr unendlich wird, sondern eine durck den Wert des Dampfungs- 
faktors bestimmte endlicke Grdfse annimmt. 

tlber die zaklenmafsige Grdfre dieser Dampfrmg, insbesondere der 
Dainpfungskonstanten A, sind wir leider zunackst vollig im UnkJaren. 
Da wir sckon iiber die Grdfse der fraglichen Fluten (ygl. pag. 706) 
tkeoretisck nickts auszusageii vermochten, wird es nock weniger mdglick 
sein, die Grdfse ihrer Reibungswirkung zahleiimafsig abzuschatzen. 

Wir wollen noeh bemerken, dafs sehr wakrsckeinlick aucb die 
im yorigen Paragrapken besprockenen Deformationen des Erdkdrpers 
nlit Energieyerlusten yerbunden sind und dakcr ebenfalls einen Beitrag 
zur Dampfung der freien Sckwingungen liefern werden. Wenigstens 
ist uns kein elastiscker Kdi'per bekannt, in welckem einmal erregte 
Deformationssckwingungen nickt alsbald abstii'rbenj wir sckieben diesen 
Umstand auf das Auftreten innerer Reibungsyorgange oder elastiscker 
Nackwirkungen. Es ware nun hdckst unphysikalisch, anzunehmen, 
dafs dies bei dem Erdkdrper anders sein sollte. Infolgedessen sokeint 
es angemessen, neben der Elutreibung auck die innere Reibung des 
Erdkdrpers bei seinen friiker besckriebenen Porniiinderungen als eine 
nadglicke Dampfungsursacke der Polsckwankungen ins Auge zu fassen, 
Bisker bat man bei der rechnerischen Bekandluug der Polsckwan- 
kimgen die dampfende Wirkung der yerschiedenen mdglicken Energie- 
veriuste, die ja in analogen Fallen bei sonstigen meckaniscken Problemen 
uiit Reckt beriicksichtigt wird’^), wohl stets yernachlassigt, indera man 
die Polbakn durck eine nack reinen, ungedampften trigononietriscken 
Fiinktionen der Zeit fortsckreitende Pouriei'’sclie Reike darstellte (ygl. 
die Citate auf Chandler pag. 673 und van de Sande Balihuymi pag, 682). 
Auck unsere grapkische Reduktion der Polbaknen in § 6 dieses Kapitels 
fufste auf dieser Aunakme und wiirde zu modifizieren sein, wenn wir 
die Dampfung beriicksicktigen bez. wenn wir aus der tkatsachlick be- 
obackteten Polbakn aufser den yerschiedenen in der Polbakn yersteckten 


*) Vgl. z. B. Routb, Dynamik starrer KOrper, Bd. 11 (deutache Auaffabe Leipzig 
1898) Kap. YII § 381—333. 
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Perioden aucli die (xrofse ilirer Dampfangen ermitteln wollen. Da eine 
theoretische Vorausbereclinung der Dampfungskonstante A ziemlich aus- 
sichtslos ersckeint, so sollte man vieUeicht versucken, in der soeben 
angedeuteten Weise aus den Polscbwankungen selbst dariiber Anfschlufs 
zu erbalten. 

Natiirlicb ist die oben zu Gfrunde gelegte Vorstellung iiber 
die Wirkung der Polschwankimgsfluten eine recbt idealisierte; wegen 
des Einflusses der Kontinente auf die Flutbewegung werden die 
Verbaltnisse in Wirklichkeit viel komplizierter liegen. Es wird da- 
her erwiinscbt sein, ohne spezielle Annahmen zuzulassen, diircb eine 
ganz allgemeine Betracbtung, die aucb den Pall der Deformations- 
reibung im Innem des Erdkorpers umfafst, die Wirkung irgend welcher 
energievrerzehrender Umstande wenigstens ihrem Sinne nacb zu be- 
stimmen. 

Bei den Polschwankungen und den durcb sie erzeugten Pluten 
und Deformationen sowie der zugebdrigen Plutreibung und Deformations- 
reibung kommen nur innere Kriifte ins Spiel, die den Gesamtimpuls 
des Massonsystems, das wir Erde nennen, ungeandert lassen (im Gegen- 
satz zu der vorber betracbteten Plutreibung, die durcb die aufseren 
Kraffce Ton Sonnen- und Mondanziebung bervorgebracbt wird). Ftir 
die Komponenten des Gesamtimpulses gilt daber die Gleicbung 

+ AP + iV* ~ const, 

die wir ale Gleicbung einer Kugel deuten konnen. Andrerseits wird 
die lebendige Kraft des Systems durcb die Reibung vermindert, indem 
ein Teil derselben in Warme umgesetzt wird. Wenn wir nns gestatten, 
den Ausdruck der lebendigen Kraft eines starren 
Kreisels auf unser in sicb beweglicbes System 
zu ubertragen, so konnen wir scbreiben 



A ' "C” 


2T, 


-1/ und konnen diese Gleicbung in den Koordinaten 
L, M, N fiir jeden Wert von T als ein Ro~ 
tationseliipsoid deuten. Und zwar handelt es 
sicb um ein verllingertes RotationseHipsoid 
s’ig'ios. (wegen (7>.A), welches, indem es sicb selbst 

ahnbcb bleibt, sicb allmablicb zu.sammenziebt 
(wegen der aUmablichen Abnabme von T). Auf der Schnittkurve beider 
a^en (Kugel und Ellipsoid) mufs der Endpunkt des Impulsvektors 
'V diese Schnittkurve zieht sicb aber bei der allmablicben 

er emerung unseres EUipsoides auf einen Punkt der W-Axe zusammen 
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(vgl. Fig. 109)-, der Impulsvektor imd zugleicL mit ihni die Rotations- 
axe geht dabei in die polare Haupttragbeitsaxe, der Bewegungszustand 
also in die einfacbe gleicbformige Umdrehung um diese Axe liber. 

Insoweit als diese tberlegung auf den Fall der Flntreibiing oder 
auf andere dissipatiye Einfliisse anwendbar ist, durfen wir bebaupten 
dafs solcbe Einfliisse irgendwie erzeugte Storungen des einfacbsten 
Bewegnngszustandes der Erde ausgleicben und die Lage des Rotations- 
poles auf der Erdoberflache stabilieren werden. 

§ 9. Der Nachweis der Erdrotation durch. die Kroiselwirktuig. 

Foucaults Gyroskop und anberts Barogyroskop. 

Nachdem Leon Foucault im Jabre 1851 seinen glanzenden 
Pendelversucli zum Nachweis der Erdrotation durcbgefiibrt batte, unter- 
nabm er es im folgenden Jabre, demselben Zweck die Kreiselwirkungen 
dienlicb zu macben. Er benutzte einen Kreisel im Cardaniscben Gre- 
bange (vgl. z. B. die scbematiscbe Figur 2 von pag. 2), dessen einzelne 
Teile: Scbwungring, innerer und aufserer Ring, mit grofster Sorgfalt 
so justiert waren, dafs der Scbnittpunkt ibrer Drebaxen zugleicb 
Scbwerpunkt jedes dieser Teile war. Foucaults Versucbsanordnung 
war eine doppelte: das eine Mai***) liels er dem Kreisel seine drd 
Freiheitsgrade , indem er den aufseren Ring um eine vertikale Axe in 
Spitzen drebbar macbte. Diese Spitzen dienten dabei nicbt sowobl zum 
Tragen des Kreisels, als zur Verbinderung seitlicber Bewegungen; ge- 
tragen wurde das Gewicbt des Kreisels vielmebr durcb einen torsions- 
losen Faden, an dem der aufsere Ring aufgebangt war. Der innere 
Ring rubte mittels Scbneiden auf gewissen Auflagerflaeben des aufseren 
Ringes. Das andere Mai*) **) stellte er den inneren Ring gegen den 
aufseren fest, operierte also mit einem Kreisel von nur mehr swei Fret- 
heifsgrctden, welcber vermoge seiner Verbindung mit der Erde in ge- 
wisser Weise gefiibrt wird. 

Im Falle des Kreisels von drei Freibeitsgraden bleibt nacb Foucault 
bei starker Rotation des Scbwungringes die urspriingliche Bichtung 
seiner Axe im absohiten Raume fest, oder, anders ausgedruckt, weist 
diese Axe bestandig nach demsefhen Pmhte des Fixst&rnhimmds. Yon 
der Erde aus geseben bewegt sicb also jeder ibrer Punkte parallel der 


*) Sur une nonveUe demonstration expdrimentale dn monvement de la Terre, 
Comptes Rondnes Bd. 36, Paris 1852, pag. A21. 

**) 8 ur les phdiiomfenea d’orientation des corps toumants entrain^s par nne 

axe fixe ^ ia surface de la Terre — Nouveanx signes sensibles du monvement diurne. 
1. c. pag. 624. 


732 


YIII. Abschnitt B. Goophysikalische Anwendungen. 


Richtung des Aqiiatorf. G-eometrisclie Betraclitungen der einfachsten 
Art zeigen von hier aiis die Richtigkeit der folgend(3n Ainraben: 

Weist die Axe zu Beginn des Yersuciies nacli dem Zenith, so bildet 
sie nach der Beobachtungszeit Ai^ den Winkel co cos 93 (co ===; Winkel- 
geschwmdigkeit der Erdumdrehimg, <p = geograpliische Broite) niit der 
Lotlinie, weil in der gleicheii Zeit das urspriinglicho Zenith diesen 
Bogen um den Pol des Himmels beschreibi Liegt ainberseits die Axe 
des Schwungringes urspriinglich horizontal und in dor Richtiing des 
Meridians, so bleibt sie fur eine hinreichend kurze Beobachtungsssext 
horizontal und bildet nach der Zeit At den Winkel cjsin^jA^ niit 
dem Meridian, weil ein Stern am Horizont unter dem Meridian den 
Polabstand 90 (oder yt — (p) besitzt und wahrend der Zeit At einen 
Bogen 03 sin 90 A^ von horizontaler Richtung beschreibt, Derselbe Aiis- 
druck 03 sin 95 A ? 5 , der ubrigens auch bei dem Foucaultsohen Pendel- 
versuch auftritt, gilt auch fiir die Horizontalkomponento der Wiiikel- 
anderung bei beliebiger horizontaler Anfangslage der Schwungringaxe. 
Pragen wir uns namlich nach der scheinbaren Bewegung eines Stem.es 
im Horizont bei beliebigem Azimuth, so besteht diesolbe aus eixier 
Drehung 03 um die Polaraxe, die wir uns in eine Drehung w sin 93 um 
die Lotlinie und eine Drehung 03 cos 913 um den Meridian zerlegeii 
konnen. Die erstere Komponente liefert die Horizuntalbewegimg des 
Sternes, welche wahrend der Beohaclitungszcit At also 03 sin 93 A ^ bo- 
tragen wird; die letztere Komponente gieht die Hdhenanderung des 
Sternes. Die erstere Komponente und also auch die Horizontalkompo- 
nente der Bewegung der Kreiselaxe ist hiernach von dem Azimuth der 
Auiangsstellung uuabhangig. 


n letzteren TJmstand kniipft die Versuchsaiiordnung von Foucault 
an. Man beachte, dafs bei horizontaler Anfangslage die Bewegung 
der Kreiselaxe dnrch das Cardanische Rehange vun selbst in ihro 
o^ponenten zerlegt wird, dais namlich dih Bewegung des 
aufseren Rmgea die horizontaie Komponente der Bewegung der Kreiseh- 

duin T? Bewegung den innenm Ringes allein 

dZr derICreiselaxe bestiinmt. Foucault beobachtet 

o-leiob ^ den aufseren Ring, desse.n Verdrehimg 

dauer Lbf gro^stmoglichen Wert der Beobachtungs- 

aTI h m Foucault 8 bis 10 Minuten an. Berechnen wir also mit 

wartende Thl ^ ^ (ungefahro Breite von Paris) die zu er- 

wartende Ablenkung, so ergiebt sich in dradmafs: 
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Diese ziemlicli betrachtliclie Verdrehung niiifete sici. zumal unter deTn 
Mikroskop mit grofser Sicherlieit feststellen lassen. 

Hiennit contrastieft einigermafsen der Umstand, dafs Foucault nur 
von dem Sinn der Verdrebung spriclit^ der sich bei seinen Yersuchen 
richtig, also deru Sinne der Erdrotation entgegengesetzt ergab, dafs er 
dagegen Zahlenwerte aus seinen Beobacbtungen nicbt mitteilt. Wir 
wissen nicbt, wie weit diese mit den tbeoretiscben Werten gestimmt 
baben. Solange aber die quantitative tTbereinstimmung nicbt nacb- 
gewiesen ist oder solange die Peblerquellen, welcbe die Nicbtiiber- 
einstimmung bewirken, unbekannt sind, konnen die Y ersucbe kaum als 
unwiderleglicber Beweis der Erdrotation angesprochen werden; es konnte 
ja sein, dais im vorliegenden Falle die Feblerquellen die Ablenkung des 
Ringes starker beeinflussen wie die Erdrotation selbst und dais der 
ricbtige Sinn dea Resultates nur scbeinbar durcb zufallige Gruppierung 
der verscbiedenen Febler bergestellt wird. 

Als Feblerquellen kommen bier namentlicb eine nicbt genaue Cen- 
trierung des Apparates und die Reibung in den verscbiedenen Lagern 
in Betracbt, Wobl ist der Poucaultscbe und Gaufsiscbe Pendelv^such 
von Kamerlingb-Onnes*) in musterbafterWeise nacb der quantita- 
tiven Seite bin auf alle Feblerquellen durcbgeprtift worden; fiir den 
Foucaultschen Kreiselversuch dagegen scbeint eine solcbe Priifung nie 
unternommen zu sein. 

Die grofse bistoriscbe Bedeutung des Foucauitscben Kreiselversucbes 
scbeint uns daber weniger in dem JsTacbweis der Erdrotation selbst als 
darin zu liogen, dafs durcb diesen Yersucb die allgemeine Aufmerk- 
Sq^keit auf die Kreiselwiikungen gelenkt wurde und dafs die Kenntnis 
der Kreiselwirkungen durob die geniale, von der Formel losgeloste Un- 
mittelbarkeit der Foucauitscben Auffassung wesentlicb gefordert wurde. 

Bevor wir die Theorie dieses Yersucbes kritiscb beleucbten, woHen 
wir zunacbst Naberes iiber die zweite Yersucbsanordnung von Foucault, 
liber den Kreisd von 0wd Freiheitsgradmj bericbten. Die Axe des 
Scbwungringes bleibt jetzt nicbt mebr im Raume fest; vielmeh streht 
dieselbo nach Foucault sich dev dev Fvddvehung soweit parallel 0u 
stdlm, als es die hesonderen Umstdnde des Versuches erlauben. Foucault 
spricbt daber von der Tendew der Frehaxen sum ParaUelismus **), indem 
er unter Parallelismus der Axen nicbt nur das Zusammenfallen der 
Axenricbtungen, sondern gleichzeitig das Dbereinstimmen des Dreh- 


'*') DisBertation. Groningen 1879. Nieuve bewijzen voor de aswenteling dtir aarde. 

**) Stur la tendance dee rotations an parall^liaine. Comptes Rendues 1. c. 
pag. 602. 

Klaln-Sommarfeld, Krelselbowegung. lU. Aufl. 
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smnes um die Axen Tersteht — man konnte genauer sagen: Tendms 
mm gleidhsimigen oder Jiomologen Pa/raUelismus. 

Etwa gleichzeitig mit Foucault Hat Gr. Sire*) dasselbe Gesetz 
zum Gegenstand einer Mitteilung an die Pariser Akademie gemacht und 
au£ den Nacliweis der Erdrotation angewandt/ oline selbst Versucbe 
auszufuhren. Die theoretischen tJberlegmigen von Sire, durcb welche 
~ dies^ Gesetz gestfitzt wird, sind indessen nicbt einwandfrei, da sie 
:: an einer gewissen Vieldeutigkeit des Wortes Axe leiden (Figuren- 
~ ^?6}~Rotationsaxe, Impulsaxe). Btwas Ahnliches lafst sick wohl auch. 

- gegen Tiie glanzend gescbriebenen Ausfiibrungen Foucaults sagen; 
aUerdings beabsicbtigen dieselben bei ibrer Kurze mebr beacbreibender 
als ibewoisender Natur zu sein. (Vgl. bierzu unsere Kritik der popu- 
laren KreiseUitteratur in Kap. Y, § 3 unter 2). 

I rFoucault untersucbt auf Grand des genannten . Gesetzes das Yer- 

- bnlten der Sclmungringaxe in den beiden besonderen Fallen, wo die 
_ Scli^TOngringaxe entweder nur in der Horizontalebene, oder nur in 
, der Yeitikalebene durcb den Meridian des Beobacbtungsortes frei be- 

wegEcb ist. Man erreicbt dieses, indem man beidemal den inneren 
Ping unter einem recbten Winkel gegen den aufseren festklemmt und 
die Drebaxe des aufseren Binges im ersten Falle in die Lotlinie, im 
zweiten Falle senkrecbt gegen die Meridianebene des Beobacbtungs- 
ortes stellt. 

Im ersten FaUe, wo die Axe des Scbwungringes die Horizontal- 
ebene nicbt verlasseu kann, ist ein wirklicber Parailelismus zwiscben 
ibr und der Erdaxe nicbt moglicb: die Axe des Scbwungringes strebt 
alsdann derjenigeu Bicbtung zu, welcbe den kleinsten Winkel mit. der 
Erdaxe bildet, d. i. der Bicbtung des Meridianes, Und zwar wird die- 
jenige Seite der Axe, von der aus geseben der Scbwungring entgegen 
dem Ubrzeigersinne rotiert, nacb Norden weisen, weil die Erde um 
den Nordpol in dem gleichen Sinne rotiert. Uns&re horizontal heweglidie 
Schwungnngaxe verhalt sick also ahnlich wie die Magnetnadel im Belli- 
nationslompafs (natiirlicb mit dem Unterscbiede, dafs im Foucaultscben 
ersucb der asfcronomiscbe Meridian an die Stelle des magnetiscben 
tritt). Im Anscblufs an diese Analogic kdnnen wir diejenige Seite der 
Axe, von der aus geseben die Scbwungringumdrehung umgekebrt wie 
die Ubrzeigerbewegung erfolgt, als Nordpol des Scbwungringes, die 
umgekebrte Seite als SUdpol bezeicbnen. 

Im anderen Falle, wo die Axe des Scbwungi-inges in der Meridian- 


■ if spatere VerOffentlichuag von Sire findet sich in der Biblioth&qne 
xujiveraelle de Geneve, Arch. d. scienc. pbys. et natur. Bd. 1 (1868) pag. 106. 



§ 9. Der Nachweis der Erdxotation dutch die Kreiselwkung. 735 

ebene beweglicb. ist, wird der genaue Parallelismus dieser Axe mit 
der Erdaxe niclit nur angestrebt, sondern auch (bei binreicbend lang 
anbaltender Scbwimgrmgumdrebuug) erreicbt. Die Axe des Scbwung- 
ringes bewegt sicb, wenn sie etwa anfangs borizontal stand, in solcber 
Weise, dafs aiif der nordlicben Halbkugel ibr ^Nordpol" aus der 
Horizoiitalebene nacb oben bin beraustritt nnd dafs sicb die Ver- 
bmdmigslinie Sud-Nordpol des Scbwungringes mit der Yerbindungs- 
linie Siid-Nordpol der Erde gleicbsinnig parallel ricbtet. Unsere in 
der Meridianehene heiuegldche Schwmgringaxe hmn also mit der Magnet- 
nadel in einem Inldinationskonipafs vergliehen (natiirlicb abermals 

mit dem Unterscbiede, dafs an die SteUe der auf der Erdoberfacbe 
bekanntlicb recbt unregelniafsig verlaufenden Linien gleicber Inkbnation 
bier die genauen geograpbiscben Breitengrade treten wiirden). Dabei 
bestebt aber der wesentlicbe TJntersebied, dafs sich der „AfordpoV‘ des 
ScMvungringes auf der nordlichen Halhlmgel JieU, wahrmd sick der der 
Inidinationsnadel senkt 

Tbeoretiscb liegt also, wie Eoncanlt betont, die Moglicbkeit vor, 
obne astronomiscbe oder magnetiscbe Beobacbtungen sowobl die La^e 
des Meridians wie nacb Bestimmung desselben die Lage der Weltaxe 
far einen beliebigen Ort ans blofsen Kreiselbeobacbtungen abzuleiten. 
Man konnte daran denken, in der Tiefe eines Bergwerks von dieser 
Moglicbkeit Nutzen zu ziehen. 

Es ist selbstverstandlicb, dafs die Einstellang der Kreiselaxe in- 
den Meridian bez. in die Riclitang der Weltaxe nicbt aperiodiscb, 
sondern oscillatoriscb vor sicb geben mufs. Die Drebkraft, welcbe 
z. B. die horizontal beweglicbe Kreiselaxe dem Meridian zufiibrt,. er- 
zeugt eine gewisse Drebboschleunigung nnd Drebgescbwindigkeit um 
die vertikale Axe. Wahrend nun bei meridionaler Lage der Kreiselaxe 
die Drebkraft verscbwindet, so veracbwindet darum nicbt gleicbzeitig 
die Glescbwindigkeit. Diese fiibrt die Kreiselaxe vielmebr tiber die 
Gleiebgewicbtslage binaus, worauf die Ricbtkraft ibren Sinn umkehrt 
und zuerst verlangsaniend, dann im umgekehrten Siune bescbleunigend 
wirkt. Die .Kreiselaxe mufs also um den Meridian berumpendeln — 
ebenfalls in Analogie mit der MagnetnadeL Steht die Kreiselaxe an- 
fanglicb im Meridian, aber so dafs ibr „Nordpol“ nacb Siiden weist, 
so ist aucb diese Lage an sicb eine Gleiebgewicbtslage, well die auf 
die Kreiselaxe wirkende Drebkraft verscbwindet, aber ersicbtlicb eine 
instabile: bei einer kleinen Abweichung von dieser Lage strebt die Dreb- 
kraft die Abweicbiing zu vergrofsern und das Mordende der Axe nacb 
Korden uberzudreben. . 

Foucault verwahrt sicb dagegen, dafs auf dem besebriebenen Wege 
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die Lage des Meridians oder die Stellung der Weltaxe im Ranme hm- 
reicKend genan bestimmt werden konnte. Wie es scheint, hat Foucault 
auch die zuletzt genannten Versuche mehr auf ilire allgemeine Moglich.- 
keit wie auf ihi-e exakte Durchfiihrbarkeit hiu gepriift. — 

Wir erwahnen noch, dafs Fpucault im Anscbhifs an seine Versuche 
das jetzt vielfacb gebrauchliehe Wort Gyrosko^ gopragt hat. Dieses 
driicfct in schlagender Weise das Resultat der Foucaultschen Versuche 
aus^ dafs ndmlich der Kreisel ein Miitel id, im vorhandene DreJi^ 
hewegmgen (oder Gyrationen) kemtlich zu machen, ahnlich wie das 
Elektroskop ein Hiilfsinittel bezeichnet, das Vorhandensein elektrischer 
Ladungen sichtbar zu machen. Wilrde es gelingen, auch die Grofse 
einer vorhandenen Drehbewegung durch quantitative Messung der 
Kjeiselbewegungen festzustellen, so diirfte man dem Kreisel sogar die 
weitergehende Bezeichnung eines „Gyrometers^^ beilegen. 

Dagegen scheint es uns unzweckmafsig, die Bezeichnung Gyroskop 
zu veraUgemeinem und als gleichbedeutend mit dem Worte Kreisel zrx 
gebrauchen, was in der Litteratur haufig geschehen ist. In der That 
bringt doch die Bezeichnung Gyroskop nur eine besondere Anwendung 
des nach den verschiedensten Seiten bin interessanten und wichtigen. 
Kreiselbegriflfes zum Ausdruck und es liegt kein Grand vor, die cha- 

rakteristische Bezeichnung Kreisel (twho, toupie, top) zu verlassen. 

Wir haben nun die Theorie der Foucaultschen Versuche, zunachst 
desjenigen mit dem Kreisel von drei Freiheitsgraden, zu vertiefen. 
Dabei liegt es uns fem, diesen Versuch mit ausgedehnten analytischen. 
Entwickeluugen aus der Theorie der Relativbewegungen begleiten zu 
wollen, wie sie thatsachlich angestellt worden sind, Eutwickelungen 
deren Endi'esuitat nach den ihnen zu Grande liegenden Voraussetzungeii 
schliefslich kein anderes sein kann, als die Bestatigung der Foucaultschen 
.^gabe, wonach die Kreiselaxe ihre Lage im absoiuten Fiaume im Wesent- 
Iichen beibehalt. Die Schwierigkeit und Uniibersichtlichkeit der fraglichen 
Entwickelungen hat nur darin ihren Grand, dafs in ihnen nicht konsequent 
vemachlassigt wird, dafs namlich das Gyroskop nicht durchweg als ver- 
schwiudend klein gegen die Erde oder seine Umdrehungsgeschwindig- 


f Arbeiten vou Quet (Liouvilles Jotmial Bd. 18 

bT R (LiouviUeB Journal (2) 

l^tude histeique et critique sur 
Bd 2 w ^ Scientifique de Bruxelles 

rapplication dp/'' Gilbert: M(5nioir8 sur 

(EW?Bd f " Lagrange a divers probl^Hxes du mouvement relatif 

cbaS ^ ^ 1881—1883) und das Werk von Budde; Allgemeine Me- 

mk der Punkte und starren Systeme (Berlin 1890, 1891, Bd. 2 Nr 294). 
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keit nickt durcliweg ala unendlicli grofs gegen die Erdimidrelnmg 
vorausgesetzt wird. Wir yerweisen dieserhalb auf die zutreffende Kritik 
von E. auyou*), der wir niir nock kinziifugen mockten, dafs man mit 
demseiben ungekeuren Grade der Armakerung, mit dem man die Ge- 
sekwindigkeit der Erdumdrekung gegen die der Kreiselrotation ver- 
nacklassigt, auch die Tragkeitswirkung des auTseren und inneren Ringes 
gegen die des Sckwungringes vernackliissigen darf, woranf wir linten 
zuruckkommen werden. 

24 iinackst woUen wir ausdriickllck yerabredenj dafs es erlaubt sei^ 
den aufseren und inneren Ring als winssdos zu betrackten und voti 
Heibungswirhungen dbmsehen. Daim kaben wir allein von dem Sckwung- 
ringe zu sprecken. Dieser ist um seinen Schwerpunkt frei beweglick 
und von Kraften frei, da die Sckwerkraft als im Stutzpunkte angreifend 
nickt in Betrackt kommt. Die Bewegung des Sckwungringes bestekt 
daker allgemeiii gesprocken in eiuer regularen Procession relativ zum 
absoluten Raume. Die an der Erddrekung teilnekmende Sckwerpunkts- 
bewegung beeinflufst diesfe Drekbewegung in keiner Weise. Denn Be- 
weguug des Sckwerpunktes und Drehung um den Sckwerpunkt sind 
wie bekannt zwei Vorgange, die sick beim Feklten aufserer Krafte glatt 
superponieren, okne sick irgendwie zu stdren. 

Dies wiirde auch dann nock gelten, wenn die Sckwerpunkts*- 
bewegung nickt eine nakezu gleickfdrmig-geradlinige ware, wie sie es 
bei der Erddrekung iiir den Zeitraum einiger Minuten thatsacklick ist, 
sondern wenn der Sdiwerpunld in ^viUMrlic}l&r Weise und in heliebigen 
scharfen Kriimmungen gefuhrt wiirde. Ja es wiirde nickt nur gelten fur 
den scknell rotierenden, sondern ebensogut /wr den nicht angedreJiten 
Schwungring, immer unter der Voraussetzung der Reibungslosigkeit 
der Fiikrungen und der Massenlosigkeit der Ringe. In der That ist die 
kraftefreie Bewegung des symmetriscken Kreisels bei beliebiger Grofse 
der Eigenrotation eine regulare Pracession; von der grofseren oder ge- 
ringeren Eigenrotation, die wir dem Kreisel erteilen, kangt es ledigUck 
ab, ob der entstehende Pracessionskegel bei gegebenem seitlickeu An- 
stofs eine geringere oder grofsere Winkelofinung erkalt. Ware es zu 
erreichen, dafs die Axe des Sckwungringes zu Beginn des Yersuckes 
momentan im absoluten Raume genau stillsteht, so wiirde sie ikre Lage 
gegen den absoluten Raum genau beibehalten, der OfPnungswinkel des 
Pracessionskegels ware imd bliebe dann genau gleick NuU, ganz unab- 
kangig davon, ob der Schwungring um seine Axe rotiert oder nickt, 


*) Sui- une solution glementaire du probleme du gyroscope de Foucault. 
Coinptes liendues Bd. 106 , Paris 1888 , pag. 1143 . 
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imd ob der Schwerpunkt des Apparates bewegt wird- oder nicht * dexin 
nacMem wir die Eeibimg wegdefiiiiert, baben, giebt es niebts, was die 
einmal rubende Scbwmgrmgaxe in Bewegung setzen koimte. 
batten bier also die Ton Foucault beba,uptete Stabilierilng der Kreisol- 
axe im Eaume obne das von Foucault bierfitr als unerlafslicb ang-e- 
sebene Mittel einer boben Eigenrotation. 

Allerdin^ ist der soeben vorausgesetzte Anfangszustand der Kreisel- 
axe experimentell nicbt zu erreicben. Der Experimentator kann die 
anfanglicbe Eube der Kreiselaxe nur vom Standpunkte der Erdbewe- 
gung aus beurteilen; er ist bestrebt^ nicbt die absolute Eube im Rauiae, 
sondem die relative Eube gegen die Erde zu verwirklicben. Kebmen 
wir an, dafs ihm letzteres genau gelungen sei, und seben wir ziA, 
wie sicb die Bewegung der Kreiselaxe gestaltet, wenn der Kreisel 
insbesondere nicbt angedrebt ist. 

In der Anfangslage weist die Kreiselaxe bei dem ersten Poxi- 
cault’seben Versucbe horizontal; sie bildet mit der Umdrebungsaxe 
der Erde den Winkel a, welcber zwiscben <p und — 9 ? (gj == geo- 
grapbiscbe Breite des Ortes) entbalten ist und von dem Azimuth der 
Kreiselaxe gegen den Meridian abbangt. Der anfanglicbe Cceschwindig- 
keitszustand bestebt in einer Drebung um die Erdaxe von der Qrorse 
C3 (cj — Erdrotation). Dieae Drebung zerlegt sicb in eine Komponente 
oj cos a mn die Figurenaxe und in eine Komponente co sin a um eirie 
aquatoriale Axe des Scbwungringes. Der Anfangsimpuls des Kreisels 
bat nacb denselben Axen die Komponenten Cra cos a, At ej sin a; er 

bildet im Falle des Scbwungringea 
(abgeplattetesTragbeitseUipsoid) mit 
der Figurenaxe einen Winkel 
welcber bestimmt ist durcb 

(1) tg/3 = ^-tgc<. 

F Der Winkel /3 kann aucb durcb eine 
bekannte Konstruktion (vgl, p. 106) 
gefunden werden, die in Pig. IIO 
angedeutet ist. Aus der Eichtung- 
der Eotationsaxe OJR, die bier mit 
der Erdaxe zuaammenfallt und der* 
Eichtung der Figurenaxe OF folgt 
j* o Eichtung der Impulsaxe OFy 

die TaiicTA ^ TragbeitseEipsoidea in der Ebene ROJ^ 

kgt -■J a«f die.e da. Lot 



IHg. 110. 


§ 9. Der Nachweia der Erdrotation durcli die Exeiselwirkung. 739 

Bei der nun folgenden Bewegung Besckreibt die Figurenaxe im 
Raume einen Pracessionskegei um die Impulsaxe von dem soeben be- 
stimmten Offiiungswinkel Dagegen bescbreibt eine mit der Erde 
fest verbundene von 0 auslaufende Ricbtung vermoge der Erdrotation 
einen Kegel um die Rotationsaxe der Erde. Aus der Verscbiedenbeit 
der Kegel ergiebt sicb, dafs aucb der nicbt eigens angedrebte Kreisel, 
von der Erde aus beurteilt, Bewegungen ausfubren wiirde und also (bei 
ganzlicb ausgescbalteter Reibung) ini Sinne Foucaults als Gyroskop 
funktionieren wilrde. 

Natxirlicb ist aber aucb die Voraiissetzung, dafs sich der Kreisel 
im Anfangszustande genau in relativer Rube gegen die Erde befanden 
babe, unzulassig. Selbst bei sorgfaltigstem Experimentieren wird die 
Kreiselaxe relativ gegen die Erde eine Anfangsgescbwindigkeit baben, 
die nait Rttcksicbt auf die Geringfttgigkeit der Erdrotation mogbcber 
Weise grofser sein kann me die der letzteren entprecbende Ge- 
scbwindigkeit. Der anfiinglicbe Impulsyector, der sicb aus dieser Ge- 
scbwindigkeit zusammen mit der Winkelgescbwindigkeit der Erdrotation 
bestimmt, kann dann jede beliebige Lage und der Pracessionskegei, 
den die Figurenaxe um diesen Impulsvektor bescbreibt, jede beliebige 
■Winkelbffnung baben. Wenn z, B. durcb den anfanglicben Anstofs die 
Komponente der Erdrotation nacb der Figurenaxe des Kreisels gerade 
aufgeboben, die Eigenrotation des Kreisels mitbin zufalbg Null wird, 
so wiirde der Impulsvektor in eine aquatoriale Axe fallen; der 
Pracessionskegei wiirde dann in die zu dieser Axe normals Ebene 
ausarten. Wenn andrerseits die Komponente der Erdrotation nacb der 
Aquatorebene des Kreisels . dnrcb den anfanglicben Anstofs zufaUig auf- 
gehoben wird, so wiirde der Pracessionskegei unendlicb scbmal werden 
und mit der Figurenaxe zusammenfallen; diese selbst wiirde dann im 
Raume absolut stillsteben, Mit Rbcksicbt auf derartige unkontroHier- 
bare geringfiigige Anfangsimpulse wiirde also die weitere Bewegung 
des Kreisels vollig unsicher werden. 

Und nun ist die Sache die, dafs man dieser Unsicherheit entgeht, 
wenn man dem Kreisd eine gegen die Erdrotation grofse Eigenrotation 
erteilt. Hierzu wiirde z, B. scbon eine Gescbwindigkeit von einer TJm- 
drebung pro Sokundo geniigen, da dieselbe 24 • 60 • 60 mal grofser als 
die Gescbwindigkeit der Erdumdrebung ist. Etwa mit dieser Um~ 
drebuugsgescbwindigkeit bat Foucault in der That gearbeitet*). Der 
Gesamtimpuls des Kreisels, der sicb aus diesem absicbtlicben Eigen- 


*) Vgl. bierzu Instructions sur les experiences dn gyroscope; in dem Bnche; 
Reoueil des travaux acientifiques de L. Foucault, Paris 1878, p. 417. 
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impuls, dem sonstigen imTertneidljclien Anfangsimpuls und dem Im- 
puls der Erdrotation. zusammensetzt , wird alsdanjo. fast genau dia Ricli- 
tung der Pigurenaxe haben. Gleichzeitig wird der Pracessiopskegel 
so schmal, dafs ivir mit einer fur alia Yersuclie liinreiciienden (xe- 
nauigkeit yon einer absoluten Ruhe der Pigurenaxe im Rauuie sprechen 
fconnen. 

Die dem Kreisel zu erteilende Eigenrotation bezweckt also in 
erster Lillie, von den mJcontrolUerharen Anfangsimpuhen heim Jngang- 
setnen des Kreisels frei m werden, wodurcb iiberbaupt erst eine be- 
stimmbare und wohldejanierte Bewegung des Kreisels ennoglicbt wird 
in zweiter Linie, dm Prdcessionslcegel liinreichend eng m machen \to- 
durcb diese Bewegung so einfacb wie mdglicb wird, wobei sie namlicli 
merklicb in die einfache Rotation urn die im Raum feste Pigurenaxe 
ttbergebt 1st die Eigenrotation des Kreisels und wie friiber ej die 
Gescbwindigkeit der Erdumdrehung, « der anfangliche Winkel der 
Pigurenaxe gegen die Drebaxe der Erde, ferner rop die dureb unab- 
sicbtliche Anstofse dem Scbwungiinge erteilte anfanglicbe’ Dreb- 
gescbwindigkeit relativ gegen die Erde, y der Winkel, den die Piguren- 
axe mit der Axe von bildet, sb bestimmt feicb die Offnung d des 
Pracessionskegels abnlicb wie in Pormel (1) zu: 


( 2 ) 




-4 si n a 7 

0 ® cos K cos y 

Wenu grofa gegen m und <d„, so iat man merklicli ^ = 0. Nekmen 
wn, wie es oben geechai, an, dafs o„ und m etwa wn gleicher Grofaen- 
ordnrag smd, so konnen wir kurz sagen, dafs die Offiiung des Kegels Ton 
der Grofsenordnung oi/Q wird nud dafs die Eichtung der FigLenare 

rrder oT “““^^hen ist, wenn man GrSrsen 

von der Ordnung vernacblassigt, 

Somit ist die Poueaultsche Angabe yon der in, Eaum festen 
Sebwun„e unter den biskerigen Temachlassignngen als Wn“ 

EigeZtafr^V^t'***®^ eigoutiiche EoEe, die der 

Gge^takon bierboi zuffiEt, deutUcher als bei Foucault ’ bervor- 

stadifrttef* Av^fMngmng, 

e d s merMicheniinuL a! 

.etzKndS^ZTT masselos roraus- . 

desselben merklioh im Ean ' rt?™n * Eigenrotation 

VorauaseCfeto DuriT n\ wird unter dieser 

der Schwnugringaxe zuaamm n ' j* Binges, niimEch der mit 

seits wird ein Durchmesser festgelialten. Andrer- 

“feeren Einges, namlich der in 
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die Lotlinie des Beobaclitungsortes fallende, durcii seine Verbindung 
mit der rotierenden Erde in ganz bestiinmter Weise gefiihrfc. Es ist 
aber Mar, dafs die Bewegung des Systems miserer beiden Binge durcb 
Angabe der Bewegung zweier Durckmesser D und D' Tollstandig fest- 
gelegt ist: Wenn der Durcbmesser L wirklicb im Raume genau still- 
stebt und der Durcbmesser B' genau die Bewegung der Lotlinie mit- 
macbt, so ist die Bewegung unserer beiden Binge di&dmch 0ivcmgldufiff 
gemacbt. Dire Drebgescbwindiglreit wird bierbei ersicbtlicb von der 
Grofsenordmmg der Geschwindighit der Erdrotation. Des Baberen saben 
wir bereits pag. 732 , dais, soiange die Scbwungringaxe relativ zur Erde 
wenig von ibrer borizontalen Anfangslage abweicbt, die Winkelgesobwin- 
digkeit des aufseren Binges gleicb cj sin 9) sein wiirdej die des inneren 
Binges wird, wie gleicbfalls aus der angezogenen friiberen tJberlegung 
folgt, gleicb CD cos 93 sin A, wo 1 das Azimuth der Kreiselaxe gegen 
den Meridian des Beobacbtungsortes bedeutet. Indem des Weiteren 
die Scbwungringaxe ibre Stellung im Baum bebauptet und sicb dabei 
im Laufe der Zeit aus der Horizontalen des Beobacbtungsortes entfernt, 
andern sicb diese Werte der Crescbwindigkeiten stetig, bleiben aber 
dauernd von der Grofsenordnung cd. 



Jetzt stellen wir uns vor, dafs die bescbriebene Bewegung der 
Binge aucb bei nicbt versebwindtoder Masse derselben zwanglaufig auf- 
recbt erbalten werde. Hierzu ist erforderlicb, dafs den Bingen zu Anfang 
der Bewegung die Impulse A^co cos g? sin A, A^co sin 95 erteilt werden, 
wo und A3 die Tragbeitsmomente des inneren und aufseren Binges 
urn einen ibrer Durcbmesser bedeuten, und dafs diese Impulse in der 
Weise abgeandert werden, wie es der Veranderlicbkeit der Dreb- 
gescbwindigkeiten entspricbt. Sie bleiben dabei von- der Grofsenordnung 
Aj^cj und A3 CO . Setzen wir sie mit dem Impuls der Eigenrotation des 
Scbwungringes zUsammen, welcber im WesentHcben CSi betragt, so 
ergiebt sicb ein Gesamtvektor, der nacb Bicbtung und Gi-ofse jedenfalls 
nur wenig von dem konstanten Eigenimpuls des Scbwungringes ab- 
weicbt. Der Bicbtungsunterscbied sowie der verbaltnisinafsige Grofsen- 
unterscbied. beider Vektoren ist namlicb von der Grofsenordnung cd/Q, 
wenn wir das Verbiiltnis der Tragbeitsmomeute A^/O und indem 

wir ungiinstig recbnen, der Grofsenordnung nacb gleicb 1 setzen. (Bei 
der wirklicben Ausfiihrung des Foueaultscben Gyroskops sind diese 
letzteren Verhaltnisse sogar wesentlicb kleiner als 1 .) 

Wir kbnnen biemacb sagen: zu der von uns fingierten zwang- 
liiufigen Bewegung der Bingmassen, wie sie sicb bei Pestbaltung der 
Scbwungringaxe ergeben wiirde, gebort ein Gesamtimpuls, der nacb 
Bicbtung und Grofse als konstant angesehen werden darf, sofern wir 
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Ri^htungs- uad Rrorsenandenmgen von der Ordmmg jojSl veraacli- 
lassigen. Er bleibt also in demselben Sinn.e und mit demselbeii Ge- 
naiiigkeitsgrade konstant^ wie die Figurenaxe bei Absebung von den 
Rmgmagsen ibre Lage im Raume beibebalt. In der That war auch 

Unveranderlichkeit der Schwnngringaxe nnr eine angenaherte, wie 
im Anschlnfs an Gl. (2) bervorgehoben wurde, und nur eine bei Ver- 

naoblassigung des Grofsenverbaitnisses £o/Q zutrefende. 

Wir scbbefsen bieraus, indem wir nunmebr von der bisber be- 
tracbteten erzwnngenen zu der freien Bewegung des Masgensystems : 
Scbwungi'ing, innerer und aufserer Ring^ ubergeben, dafs diese Be- 
wegung bei gleicber Wabl des Anfangszustandes mit jener identiscb 
ansfallt, sofern wir nur Unterscbiede von der Grolse dj/Q vernacblassigen. 
Denn fiir die freie Bewegung ist zu fordem, dais bei dieser der Gesamt- 
impuls des Massensystems nacb Ricbtung und Grbfse im Raum konstant 
bleibe.^ Dieser Forderung genugt innerbalb der Gonauigkeitsgrenze 
w/ii die bisber betracbtete erzwungene ■ Bewegung. Daber stimmt die- 
selbe innerbalb derselben Genauigkeitsgrenze mit der natiirlicben Be- 
wegung des Mafsensystems uberein. 

^ Mit anderen Worten: Der Einflufs der Massen des Cardanischen 
GeMnges auf die Bewegung des Foucaultschen Gyrosltopes von drei Frei- 
heitsgraden %st nur von der Grofsenordnung coJO. und Idfst sieh in der 
BeohacUmg auf Iceine Weise nachweisen. Er darf niobt nur, sondern 
er mufs konsequenter Weise vemacblassigt werden, wenn anders man 
bberhaupt mit Foucaujt von der Unveranderlichkeit der Scliwimgring- 
axe sprecben will. — 

Urn Mirsversfcandnissen entgegenzutreten, woUen wir nocb ansdriick- 
lieb bervorbeben, dafs die bei der Foucaultschen Beobacbtungsmethode zu 
messende Winkelanderung des aufseren Ringes gegen die Erde (oder 
die Honzontalkoinponente der relativen Bewegung der Scbwungringaxe) 
nicbt ibrerseits von der bier vernacblassigten Grofsenordnung ist. Jene 
Wmkelanderung betrug namlich o sin 9 A^. Ibr Yerbaltnis gegen 
Grofsen von der Ordnung ci/Q ist Hier bedeutet Q 

den Drebungswmkel des Schwungringes wabrend der Beobacbtungszeit 
also bei eiAigermafsen scbneller Rotation und einer beispielsweisen Be- 
obacbtungszeit von 8 Minuten, ein aufserordentlicb grofses Vielfacbes von 

Wir erkennen bieraus, dafs der Wert des zu beobacbtenden gyro- 
skopiBcben Effektes durcb Vernacblassigungen von der Ordnung ro/Q 
in keiner Weise getriibt wird. — 

Vm mgUiA p-ofserem Einflufs -me die Massen der Anfliange- 
rmge durfte die Beibung sein. Wir denken dabei teils an die Reibung 
in der Fubrungsaxe des aufseren Ringes, teils an diejenigen Wider- 
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stan.de, die sich zwisclieii den Sehneiden des innei-en Hinges und iliren 
Auflagerflaolien am Uufseren Hinge entmckeln. Die XJntersnclning dieser 
Felderqnellen, zu denen sich. noch Luftwiderstand, Lnftstromnngen, Er- 
warmimg des Materials etc. gesellen, ware fiir das wirklicke Ver- 
standnis der Foucanltsckeii Versneke jedenfalls wicktiger als die pag. 736 
erwaknten unnotig allgemeinen und matkematisck ausgesponnenen Be- 
tracktungen iiber Helativkewegungen. 

Den Einflufs der Lagerreibungen konnen wir uns in vergrofsertem 
und vergrobertem Mafsstabe durck ein ‘ einfackes Experiment klar 
maeken. Wir nekme,n einen Kreisel im Oardaniscken Gekange, dessen 
Sckwerpiinkt im Mittelpunkt des Gekanges liegt (Fig. 2). Den Sckwung- 
ring versetzen wir in starke Hotation und stellen seine Axe anfangs 
korizontal. Darauf dreken wir das Gestell langsam lim die Vertikale. 
Liegen die Verkaltnisse giinstig, d. k. ist die Heibung in den Lagern 
gering, die Eigeiu'otation stark und die Drekung des GesteUes langsam, 
so bekiilt die Sckwungringaxe zunackst ikre urspriinglicke Lage sckein- 
bar bei und kalt dadurck auck die Ebene des aufseren Hinges im 
Haume fest. Dies Ergebnis ist aber nur eiae Folge ungenauer Beob- 
acktung. Bei langer ankaltender Drekung des GesteUes Oder bei 'ak- 
sichtlick yermekrter Lagerreibung seken wir, dafs sick die Axe des 
Sckwungringes langsam kebt und dabei den inneren Hing sckief steUt, 
wakrend der aufsere sckeinbar fortfakrt, seine urspriinglicke Lage im 
Wesentlicken beizubekalten. Dreken wir andrerseits das Gestell um die 
korizontale Axe des inneren Hinges, so bemerken wir ebenfaUs zu- 
nackst ein sckeinbares Stekenbleiben der Sckwungringaxe, wodurck der 
innere Ring in seiner urspriinglicken Horizontalebene festgekalten wird. 
Bei langer ankaltender Drekung oder bei vermekrter Heibung seken 
wir aber, dafs die Axe des Sckwungringes seitlick in der Horizontal- 
ebene ausweickt, wobei sie die Ebene des aufseren Hinges um deren 
Axe verdrekt. 

Der Grand dieser Bewegungen liegt offenbar in der Heibung. 
Dreken wir das Gestell um die Vertikale, so "bewegen sick die Lager 
des aufseren Hinges relativ gegen dessen Zapfen, welcke durck den 
Sckwungring annakernd festgekalten werden, und es entstekt ein Hei- 
bungsmoment um die Drekaxe des cmfseren Hinges; dieses setzt, wie 
wir bei dem "Versuck seken, in erster Linie nickt den aufseren, son- 
dern den inneren Hing in Bewegung. Dreken wir aber das Gestell 
um die yorker genannte korizontale Axe, so tritt ein Gleiten der Lager 
des inneren Hinges gegen dessen Zapfen und im Zusammenkange damit 
ein Reibungsmoment um die Axe des inneren Hinges auf; dasselbe yersetzt 
nickt den inneren, sondern yornekmlick den aufseren Hing in Bewegung, 
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Die ErHarung dieser abermals paradoxeii Ersdieiamigeii lafst sick 
wenigstens qualitativ ,aus der Tkeorie des sekweren Kreisels entnekiDen. 
TJnser im Schwerpunkte unterstiitzter Sckwungrmg verkalt sick unter 
dem Einflufs eines Reibimgsinomeiites um die Drekaxe des 
Ringes mutatis mutandis wie ein sckwerer Ereisek Denn das genarmte 
Reikungsmoment kat, gerade so wie die Sckwere 1)6101 Nickt-Zusaminen- 
fallen yon Sckwerpunkt und Stiitzpunkt, die zur Figurenaxe seakrechte 
korizontale Gerade („Knotenlinie“) zur Axe. Die Folge ist eine pseudo- 
regulare Pracession des Sckwiingringes, bei welcker die Figurenaxe des 
Sckwungringes in der Horizontalebene ausweicht, Die Ebene des inneren 
Ringes bleibt dabei im Mittel korizontal, die des mfs&rm Ringes wird 
verdrekt. Die Uberlegung lafst sick entepreckender Weise auck auf die 
zuerst betracktete Drekung um die yertikale Drekaxe des mfseren 
Ringes iibertragen und ergiebt dabei eine Pracession des Sokwungringds 
in einer Vertikalebene, also eine Verdrekung des inneren Ringes. Ubrigens 
kommen wir auf diesen letzteren Fall im folgenden Kapitel bei dem 
Geradlaufapparat des Torpedos zuruck > woselbst wir eine -eingekendere 
Tkeorie der fraglicken Erscheinung geben werden. 

Auf den Foucaultscken Versuck iibertragen sick diese Ergebuisse 
wie folgt: Was bei uns das Gestell des Kreisels, ist bei Foucault die 
Erde. Ikre Drekung findet um die Polaraxe statt. Wir zerlegen sie 
in drei Drekungen um die Lotlinie, d. k. die Drekaxe des aufseren 
Ringes, um die urspriinglick korizontale Drekaxe des inneren Ringes 
und um die Figurenaxe des Sckwungringes. Die. den beiden erfeten 
Drehkomponenten entspreckenden Reibungswiderstande wirken in der 
Weise unseres Yersuckes *auf den Sekwungring; die eine yerdreht den 
inneren Ring und lenkt dabei die Axe des Sckwungringes in yerti- 
kalem. Sinne ab, die andere yerdrekt den aufseren Ring und bewirkt 
erne Honzontalablenkung der Sckwungringaxe. Beide Umstande storen 
diejemge sckeinbare Bewegung, die die im Raum feste Sckwungring- 
axe uack Foucault relatiy zUr Erde besckreiben soil. Die dritte nach 
der Figurenaxe genommtoe Eomponente der Erddrehung kommt nicht 
welter m Betiackt; das entsprechende Reibungsmoment addiert sick 
zu der yon der Eigenrotation herruhrenden Reibung der Sckwung- 
nngaxe in ikren Lagern und- ist gegen diese zu yernacklassigem 

• n- ^ dem Foucmltschen Versuch verschiedene Bdbungs- 

einfhme ihxUg welcU die absolute MuU der Schwungnnga^e stlken. 

Hen- w T * 1 * die Frage, wie man liber diese Reibungseinflusse 
Das Mittel kierzu liefert abermals ^ Mn^dchend 

RoUe^n (Foucault selbst lafst uns uber die 

RoUe die der Eigeni-otation bei seinen Yersucken zuf allt, wie schon oben 
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erwakttt, einigermarsen im Unldareii.) Mit Eiicksicht aiif die Anfangs- 
kewegung der Sckwungringaxe saken wir,- dafs die Eigenrotatioa die 
Aufgabe hat, den yon dieser Axe im AUgemeinen heschriehenen Pr«- 
cessionskeg4 'hinreichmd. enge 0 u madhen, -Hit Eiicksicht auf die Eeibung 
dagegen miissen wir sagen, die Eigenrotation bezweckt, die zn den 
yerschiedenen Eeibungseinfliiaseii gehorigeii Prac'essionsgesdhwindiglceiien 
moglichst Imgsam 0 U maclim. Ms handelt sich dabei wohlgemerkt 
jetzt urn ganz andere Pracessionsbewegungen wie friiher. Bei der 
durch die Eeibung bewirkten Pracessionsbewegung, auf die wir nach 
Analogie init dem schweren Kreisel schlossen, beschreibt die Axe 
des SchyningTinges einen in eine Ebene ausgearteteh Kegel (oder 
Facher) und zwar einen solchen in der Horizontal- oder Vertikalebene, 
je nachdem wir allein das Eeibungsmoment um die Drehaxe des inneren 
oder allein das um die Drehaxe des aufseren Einges betrachten. (In 
Wirklichkeit werden sich natiirlich beide Bewegungen uberlagern und 
ea werden auch noch minimale Schwankiingen hinzutreten, die in der 
friiher betrachteten Pracessionsbewegung ihren Grund haben.) Da die 
Pracessionsgeschwindigkeit des schweren Kreisels gleich PfN war, wo 
P das Moment der Schwere und N den Eigenimpuls des Kreisels 
bedeutet, [vgl. z. B. p. 305 Gl. (13)], so wird die Geschwindigkeit der 
durch die Lagerreibung bewirkten Pracession analog gleich M/N wer- 
den, wo M das eine oder andere Eeibungsmoment, N wiederiim den 
Eigenimpuls bedeutet. Durch Vergrofserung yon N kann man jeden- 
falls diese Pracessionsgeschwindigkeit so klein machen, dafs wahrend 
einiger Minuten Beobaohtungszeit die Kreiselaxe iiberhaupt noch nicht 
merklich aus ihrer Anfangslage im Eaum abgewichen ist. Jedenfalls 
sehen wir, dafs, wenn es iiberhaupt erlaubt ist, yon der Eeibung abzu- 
eehen, dies iiur fiir einen nicht zu langen Zeitraum und dank einem 
hinreichend grofsen Eigenimpiilse gestattet ist. Wennsckmi der Eigen- 
impuls die Wirkung der Beihimgsmomente nicht mfhehen kann^ so kann 
et' dock ev. das Zeitmafs dieser Wirhimg so reduzieren, dafs dieselhe fur 
eine nicht zu lange Beobachtungszeit unwesentlich wird. 

Wie grofs man aber den Eigenimpuls wahlen mufs, um dieses zu 
erreichen, laCst sich theoretisch nicht bestimmen, da es hierbei auf die 
Grofse der Eeibungsmomente M, also auf die Konstruktion der Lager 
und Schneiden ankommt. Hier hatte die genaue experimentelle Unter- 
suchung der Pehlerquellen einzusetzen, die bei Foucault selbst zu fehlen 
scheint. Das experimentelle Genie yon Foucault biirgt uns daEir, dafs 
die Eeibungswirkungen M bei seinem Apparat sehr klein waren; wie 
klein sie aber waren, daruber gewinnen wir aus seinen Mitteilungen 
kein Urteil. 
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Erne andere Schwierigkeit des ersten Foucaultsclleii Versuckes, 
namlict dieNotweadigkeit einer sehr genauen ZentrieruBg des Seliwung- 
ringes '), wird* durcli eine gliickliclie Modifikation des Gjroskops, das 
sog. JBarogijroslop, umg&Tjgen, von dem unten die Eede sein wird. 

Wir gekeii zmiachst zu dem zweiten Foucaultschen Versucli 
(ICreisel von zwei Freikeitsgraden) uber nnd baben bier die beiden inte- 
lessanten Satze zu beweisen, dafs a} ein in der Horizontalebene beweglieber 
Scbwungrmg wie eine Dekimationsnadel, b) ein in, der Meridianebene 
beweglieber mntatis mutandis wie eine Inklinationsnadel sicb verbalt 

Der Beweis beider Satze ist unmittelbar einleucbtend^ wenn wir 
iins auf den friiber entwickelten Begrilf des Deviationswiderstandes 
stutzen (vgl. Kap. Ill § 6)* umstandlicbe analytische Entwickelungen, 
wie sie fiir diesen Zweek von Gtilbert**) gegebeii sind, sebeinen bier 
ebensowenig am Platze, wie im vorigen Falle. Die folgenden einfacben 
Betraebtungen stimmen im Resultat mit den Gilbertscben Entwicke- 
lungen tlberein. 

a) Brehaxe des dufseren Binges in die Lotlinie gestelU, innerer Bing 
imter einem rechten Winkel gegen den dufsmn festgeTdemmt, Schwung- 
nngaxe die Eon^ontalelene lestreicliend. Wir zerlegen die Erdrotation 
cj in.zwei Komponenten nacb der Lotlinie und dem Meridian des Be- 
obaebtunportes. Die erste Komponente betragt 0 sin 9, wenn 9) die 
geograpbisebe Breite ist. Dieselbe beeinfliifst bei binreicbend ge- 
mger Eeibimg in den Zapfen des aufseren Binges die absolute Lage 
des Scbwungrmges mebt; der Scbwungring macht diese Drebung ein- 
foeb niebt rait, wobei er natiirlicb aucb den inneren und aufseren Ring 
verbindert, dieser Drebung zu folgen, und verbalt sicb binsicbtlicb 
dieser Komponente ebenso wie der Kreisel von drei Freiheitsgraden 
binsicbtlicb der gesamten Erdrotation. Die andere Komponente ist 
0 cos 93. Denken wir uns die Lage des Scliwungringes in der Horb 
zontalebene fiir einen Augenblick fixiert, so wiirde diese Komponente 
die Axe des Scbwungrmges auf einem Kreiskegel urn den Meridian 
herumfiibren und der Kreisel eine regullire Pracession besebreiben. 
Vermoge seiner Tragbeit widerstrebt er dieser Fuhrung mit einem 
Momente, dessen Axe gleichzeitig auf der Figurenaxe und der Axe des 
Pracessionskegels senkreebt stebt, in imserem Faile also in die Lotlinie 
fallt. Die Grofse des Momentes betragt nacb p, 175 Dl. (1), wenn wir 
fiir die dort mit v bezeiebnete Pracessionsgescbwindigkeit den Wert 


) Vgl. die oben cit. Instructions sur les Experiences dn gyroscope. 

**) Vgl. § XV nnd XW der p. 736 citierten Arbeit; Memoire snr Fapplica- 
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03 COS g) eintragen und den Eigenimpuls N des Scliwungringes*) in 
die Formel einftiliren: 

(3) — o cos (p sin & (N ~ Am cos tp cos •O-); 

S' meint liierbei den Winkel zwiscben der Pigurenaxe des Kreisels nnd 
der Axe des Prazessionskegels, d. h. in unserem Palle den Winkel 
zwischen Pigurenaxe und Meridian. Zur Fixierung des Vorzeicliens 
werde festgesetzt, dafs wir '9’ yon der nordlicken Seite des Meridians 
aus zahlen ’wollen und dafs wir diejenige Seite der Sckwungringaxe als 
(positive) Pigurenaxe recknen, um welclie die Eigenrotation in dem- 
selben Sinne erfolgt, wie die Erdrotation um die Verbindungslinie 
Erdmittelpunkt— Nordpol, dafs wir also mit Benutzung der pag. 734 
eingefiibrten Ausdruoksweise die Pigurenaxe rom Mittelpunkte des 
Schwungringes nacb dem „]Srordpol" desselben gezogen denken. Das 
Produkt oW in Grl. (3) ist auf Grund dieser Pestsetzungen eine positive 
Grofse. 

tibrigens ist in (3) das zweite Glied der Klammer gegen das erste 
unbedingt zu streichen. Jenes Glied verhalt sicli namlicb zu diesem 
der Grofsenordnung nacb wie Am.zxi N oder (unter Absebung von der 
Verscbiedenbeit des aquatorialen und polaren Tragheitsmomentes) wie 
die Gescbwindigkeit der Erdumdrebung zur Winkelgescbwindigkeit des 
Scbwungringes oder wie die Dauer einer Scbwungringumdrebung zur 
Lange des Tages. Wir scbreiben daber statt (3) kurzer: 

K = — Nm G 08 <p sin O'. 

Soli nun die vorausgesetzte Pracessionsbewegung des Scliwung- 
ringes unter der unveriinderlicben ISTeigung D' gegen den Meridian auf- 
recbt erbalten werden, so miifste ein Moment — K uin die Lotliuie 
ausgeiibt werden^ welcbes den Tragbeitswiderstand K iiberwindet. Ge- 
scbiebt dieses nicbt, so bewegt sich der Scliwungring so, als ob ein 
Moment -j- K um die Lotliuie wirkt, welcbes den Winkel O’ verandert. 
Die Lotlinie ist fiir den Scbwungring eine aquatoriale Hauptaxe, des- 
gleicben fiir den aufseren Ring, fiir den inneren Ring dagegen die 
Pigurenaxe desselben. Neniien wir A^ , die bez. aquato- 

rialen und polaren Haupttragbeitsmomente des inneren und aufseren 
Ringes, so wird fiir die Drebung um die Lotlinie die Summe der in 


*) Bei- Eigenimpuls N driickt sich (vgl. z. B. p. 222 oben) durch die Eulerscheri 
Winkel go, ij), & folgendermafsen aus: iV = C((p' -f- cos Ot//); die Winkelgeschvrin- 
digkeiten cp und sind aber in Gl. (1) von p. 175 mit (i und v bezeichnet. Es 
wird dahor auch: W — (7(fi -j- cos O v). Selbstverstandlioh hat der Eulersche 
Winkel 93 nichts mit der im Text benutzten geographischen Bjreite g? zu thun. 
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liVage konimenden Tragheitsmomente von. Schwiingring, i]U3,ere,ai und 
auTserem Ring A + Die BewegungsgleicRung vrird mitRin: 

( 4 ) (A + ( 7 i -f A^) d'" = K == — Ng) cos 95 sin '9'. 

Dafs gleiciizeitig der Eigenimpuls des Schwungringes durcR die Erd- 
drehung nicht geandert wird, ist selbstverstMlicli, weil die Axe -von 
K auf der Figurenaxe senkrecRt steht. N ist daher in der vorigen 
Gleiebung eine Konstante, in welchem Umstande wir diejenige z-weite 
GleicRmig erblicken konnen, die znr vollstandigen Beschreibnng der 
Bewegung nnseres Kreisels von zwei Freibeitsgraden neben (4) erfor- 
derlicb ist. 


Gl. (4) zeigt nun unmittelbar Foigendes: Zm GleicJigewieht hefindet 
skh die Schwungringaxe nur dann, wenn dieselhe die Richtung des Meri- 
dianes Jiat. Denn wir baben ^"=0 nur dann, wenn entweder 9- = 0 
Oder 9- ?= ist. Von den. heiden Ghichgewichfslagen 9- = 0 md 9 == af 
ist die erstefe eine stctbile} die letztere eine Idbile. Denn vernioge des 
Vorzeicbens der recbten Seite von (4) wird bei einer Storung der 
Gleicbgewicbtslage 9 = 0 die Scbwungrmgaxe durcb die auftretende 
Winkelbescbleunigung nach. dieser Lage zuruckgefuln*t, dagegen bei 
einer Storung der Gleicbgewicbtslage 9 = sr von dieser entfernt. In 
d&r staUlen Gleichgewichtslage hefindet sick die Eigenrotation des Schwung- 
rhiges mit der meridianalen Komponente der Erdrotation im gleichsinniqen 
ParaRdismiis. Denn wir wollten, um das Vorzeicben von g>N positiv 
zu macben, den Winkel 9 zwischen Meridian und Figurenaxe so be- 
stimmen, dafs die Eigenrotation uni die Figurenaxe in deniselben Siniie 
erfoigt, wie die Erddrehung urn die Erdaxe oder wie die meridionaie 
Komponente derselben um die ndrdlicbe Halfte des Meridians, von der 
aus wir den Winkel 9 zablen. Die von Foucault Jiervorgekohene Ten- 
dmz mm gleidmmiigen FaralUimus der DreJiaxen mgt sick in dem 
juftreteii der naeh der stdbilen Gleichgewichtslage kin gerichteten Be- 
schleunigung der Schtvungringaxe. 


Am cirfachsten and voUstandigsteu lafst sicli die in Rode stebeiido 
Bewegmig besehreiben, wenn wir .ie mit der Bewegung eines mathe- 
matmohen Pendele yergleichen. In der That iet (4) nichts anderes, 
ale die gewohnUohe Differentialgleichvmg der Pendelbewegung. Dio 
etetere konnen wir wenn wir uater I die Liinge dee Pendele imd 
ter » denjemgen Wmkel Teretehen, den I mit der atabilen Gleich- 
gewichtslage, d.h. mit der Schwereriehtimg jeweils emschliefst, schreiben: 

(■^0 jt" gjjj ^ 

I eo r”wMet ist nnr notig. 
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Diese Forint giebt die Lmige des 1corrBS]gondiieTe}9,den mcdliemodiscJtf^ 
Fendels ctH^ dessen Sewegung hei gleichen A-nfctftgsweTt&ii pbn & Ufid 
mit der Bewegmg imseres Sckw^mgringes genm identisch isl Laxige 
Uftd Schwingungsdauer des Pendels wird um so Jdeiaer, je grofaei* M 
ist; dementsprecheELd nimmt die Richtkrafi der 3i]r<ldTehmig auf unseren 
Schwimgring mit der Gfrofse des Eigenimpulses F m. 

Aucb der Yergleich mit der Deklinationsnadel lafst sich jetzt aufs 
eiilfacbste durchfiihren. Da nanilicli die Bewegnngsgleichung einer 
Sblchen lautet dfd' — — ilfiTsin^, •vro J das Tragheitsmomerit del* 
Nadel, M das magnetische Moment derselben nnd H die Horizontal- 
mtensitat des Erdmagnetisraus bedeutet, so wird die Lange des dieser 
Magnetnadel korrespondiereuden matbematiscben Pendels 




J£ 

MM' 


Lidem man die in (5) nnd (5') angegebenen Pendellangen gleicbsetzt, 
erkennt man, wie sich die yon Poticanlt ausgesprocbene Zuordnung 
des rotierenden Schwungringes mit del* ’ Magnetnadel ancb quantitafciv 
diirclifiihren. lilfsfc. Stelit man sioli z. IL yor, dafs das Tragbeitsmoment 
J der Nadel mit dem fiir die Bewegung des Schwungringes in Betraclit 
kommenden gesamten Tragbeitsmoment .4 -f- Oi + der Ereiselvor- 
richtnng tibereinstimmt, so hiitte man den Eigenirapnis des Schwimg- 
ringes einfacli so zu wablen, dafs iVca cos>. ist; dlsdmn wird 

die Bewegung unseres Schwungringes . i)om Eigenimpuls JSf M gleichen 
Anfdngswerten von # und ein hongnientes Abhild der Beivegung einer 
Magnetnadel vom magnetischen Momente M. 

b) Brehaxe des dufseren. Binges senhreeht gegen die Meridianehene 
gerichtet, inner&r Bing senkreeht gegen den mfseren festgesteUt, Schwmg- 
ringaxe in der Meridianehene heweglich. 

Von einer Zerlegung der Erdrotation in Eomponenten baben wir 
bier abzuselven, weil die Gresamtrotation (a die Lage des Scbwungringes 
in der Meridianebene beeinflulst. Denken wir uns den ’Winkel & zwiscben 
der Axe des Schwmigringes und der Axe der Erdrotation fttr eineii 
Augenblick festgebalten, so wurde der Sobwimgriiig eine regiilare Pra- 
cession um die Erdaxe bescbreiben. Bern widerstrebt er yermdge 
seiner Tragheit mit einein Momente F, dessen Axe gleicbzeitig anf 
der Axe des Scbwungringes und der der Erdrotation senkreeht steiit, 
also in die Mormale zur Meridianebene, d. L in die Drehaxe des M'seren 
Riiiges failt. Die Grofse des Momeates betragt nacb p. 175 GrI, (^1)^ 

fCloia-Sommerfeld, Kreisellie'wegung. UI Aufl. 48 
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weim wir nuiimeiir to statt v iind N statt 0(ft v cos O') em» 

tfagen, 

(6) jSr w* — oj sin O (j^ — J-Oj cos 0). 

Ebenso wie unfcer a) babcn wir das zweite Gfiied der Klammer gegen 
das erste zu Ternacblassigen, so dafs einfaeher wird: 

(6^ JT — — JVco sin O, 

Setzen wir abnlioh wie unter a) fest, dafs wir die Pigurenaxe vom 
Mittelpunkte des Scbwungringes nacb derjenigen Seite bin. zieben, von 
der ans geseben die Rotation des Scbwungringes in demselben Sinne 
erfolgt wie die Erdrotation um den Nordpol^ und messen wir den 
Winkel O von der nordlicben Halfte der Erdaxe nacb der so definierten 
Pigurenaxe bin, so wird das Produkt Nm in der vorigen Gleicbung 
positiv sein. 

Soil also der Scbwimgring in der sicb drebenden Meridianebene 
seine Lage beibebalten, so ist dazu ein Moment — K um die Drebaxe 
des aufseren Binges erforderlich, Welches die Tragbeitswirkung des 
Scbwungringes tiberwindet, Wird ein solcbes Moment nicbt ausgeiibt, 
so mufs sicb der Winkel 0 zwiscben Erdaxe und Pigurenaxe andern, 
in solcbem Mafse, das das Produkt aus dem Tragbeitsmoment der be- 
wegten Teile und der Winkelbescbieunigung gleich K wird. Dies 
fiibrt ebenso wie oben auf die Ditferentialgleicbung: 

(7) (A. -f- Oj -j- — jBl~ — N(o sin 0. 

Aus dieser Grleicbung ergeben sicb unmittelbar die folgenden 
Scbliisse: Der Schimngring jfefindet sich innerhalh d&r Meridianehme fmr 
dann im Gleichgewichtf wenn er die Michiung der Erdaxe hatj d. h. nur 
in den heiden Lagen O = 0 mid O ==■ ar. Die erstere Lage ist eine stabile 
die let 0 tere eine labile Q-leichgewichtslage. Indent die dwrch (7) bestimnite 
BescUeunigmg den Scbnmigring nach der stobilen Gleichgewichtslage 
hinfiihrtj ist sie bestrebty die Drehaxe des Schwungringes mit der Dreh- 
axe der E/rde in homdlogem Sinne jparallel 0 u richten. 

Auob die jetzig© Bowegung ist kongruent mit der Bewegung eines 
einfachen Pendels. Die korrespondierende Eendelldnge beirUgt nn/nmeJir 


( 8 ) 


7 x=> ^ "d~ ~f~ -da) . 

Na 


Andrerseits lafst si^ch auch die Bewegung der Inklinationsnadel mit der 
Pendelbewegung identifizieren. Bedeutet J und M Tragbeitsmoment 
und magnetiscbes Moment der Nadel, T die Totalintensitat des Erd- 
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magnetismus, so wird die Lange des dieser luklinationanadel ent- 
spreclienden Pendels; 

( 8 ) 

Ams dem, Vergleich von (8) und (S') erlcennt man, 'wie sieh das Ver- 
Jialten unserer in der Meridianehene heweglkhen Sehwimgringaxe dem 
Verhalten der Magneinadel im InMinationskompafs quantitativ m- 
ordnen Idfst, wobei iudessen der pag. 735 bervorgebobene Unterscbied 
beider Bewegungen im Auge zu bebalten ist 

c) Die vorangebenden Resnltafce lasseii sicb leicbt zusammenfassen 
imd verallgememern, weim man annimmt, dafs die Axe des Scbwung- 
ringes in einer gegen die Erde beliebig gelegeneti Ebene E beweglich sei. 
Man kann, urn dieses zu erreicben, die Ebene des inneren lUnges wie- 
der senkreclit gegen die des aiifsereii feststelleii und bat dann nur die 
Drebaxe des iiufseren Binges relativ gegen die Erde so zu lagern, dafs 
dieselbe senkredbt auf der Ebene E stelit. Be<leutet X den Winkel 
zwiscben der Axe der Erdrotation und der Ebene E, so kommt als 
wirksame Komponente der Erdrotation on cos X in Betracbfc und es 
ergiebt sicb als Lange des korrespondierenden einlacben Pendels: 

g{AA~ 0% Ag) 

0 } N cos ^ 


( 9 ) 


I 



Diese Formel gebt in den EaUen a) und b), wo im Besonderen 
.X — gi bez. A — 0 wird, in die Gil. (5) und (8) iiber; sie riihrt von 
Gilbert ber*). 

Nocb mogen zwei Bemerkimgen binzugefiigt werden iiber den 
Einburs der Reibung und der Massen des Auf hangesysteins ; diesel 
Bemerkungen sollen sicb gleicbmafsig auf die Ealle a) und b), sowie 
auf den, verallgemeinerten Fall c) bezieben. 

Die Reibung in den Lagern des aufseren Ringcs wird sicb natdr- 
licb aucb bei dem Gyroskop von zwei Freibeitsgraden bemerklich 
macben. Wahrend die Schwingungsarapbtude der Scbwungringaxe bei 
Vemacbliissigung der Reibung konstant bleiben miiXste/ wie die obige 
Betracbtung aeigt^ wird sie durcb die Reibung allmablich geddmpft. 
Die Scbwungiingaxe wird sicb also mit abnebmender Amplitude der 
Schwingungen immer mebr der stabilen Gleichgewicbtslage nabern und 
sicb scbliefsliob in diese emstellen, wenn die Eigenrotatioii des Scbwung' 


■*} Gl. (130) in der feiiber cit. Arbeit: Memoire snr Fapplication etc. Wir 
aind iia Toxte mir darin von Gilbert abgewiohen, dafs mv bfeim tbjei’gange von 
(3) m (3') and vou (6) zn (6') ein Glied mit dem Faktor nnterdriickt baben, 
welches mit Rucksicht auf den Genanigkeitsgrad des ganzen tbeoTetigchen Au- 
satzes keine Bedexrtung . hat. 
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ringee Hnreicliend lange anhalt. Hinsichtlich der quantitatiyen Ver- 
taltnisse durfen wir mis dabei einfaeb auf die Analogie mit dem ein- 
fachen P endel oder mit der Magnetnadel berufen. Bei abnlicher Kon- 
struktion der Lager wird die Reibungswirkung bei den in Rede stehenden 
Versuclien eine abnlicke sein, wie bei dem einfachen Pendel und bei 
den Scbwingungen einer Magnetnadel^ die ihrerseits natiirlicb stets ge- 
dampfte Sckwingungen sind. 

Was die Massenwirkung des aufseren und iimeren Ringes betrifft, 
so konnte es auffallen^ dafs wir dieselbe in unseren letzten Pormeln 
zum Ausdrnck gebraelit baben^ wabrend wir bei der Besprecbung des 
ersten Poucaultscben Versa cbes sagten, dafs sie zu vernacblassigen 
sei. Dies erklart sicb darausj dafs im ersten Poucaultscben Versucbe 
(bei Vernacblassigung der Reibung) die Schwungringaxe im Raurne merk- 
lich feststebt und die Ringmassen nur Drebgescbwindigkeiten you der 
Ordnung der Erdrotation ausfubren, dafs dagegen im zweiten Pou- 
caultscben Versucb die Scbwungringaxe wirkliche Bescbleunigungen 
erfabrt, an denen die zu einem Gianzen verbundenen Mafsen des aufseren 
und inneren Ringes teilnehmen. Wabrend im ersten Poucaultscben 
Versucbe der Einflufs der Ringmassen auf die zu beobacbtende Grofse 
der relatiyen Bewegung des Scbwungringes verscbwindend klein war 
(von der Ordnung 03 /Q ygl. p. 742), wird er im zweiten Poucaultscben 
Versucb von derselben Orofsenordnung wie die zu beobacbtenden Be- 
wegungen der Scbwungringaxe selbst, so dafs sicb z. B. in der Pormel 
(9) das Tragbeitsmoment der Ringe zu dem des Scbwungringes 

A direkt binzuaddiert. — 

® Es bleibt uns schliefsKcb nocb librig, von einer zweckmafsigen 
Abanderung des Poucaultscben Gryroskops, dem schon genannten JJaro- 
gtjroslcop von Gilbert zu sprechen. Wie der Name besagt, kommt bei 
diesem Apparat aufser der Erdrotation aucb die Scbwere ins Spiel. 
Wir scbildern die Einrichtung desselben an Hand der Abbilduug*) 111, 
indem wii den Vergleicb mit dem Poucaultscben Gyroskop ziebeu. 

In der Pigur siebt man zunacbst den Scbwungring J) mit seiner 
Axe a, auf welcber sicb bei E ein Zabnrad ziim Anlassen desselben 
befindet, sowie in der Verlangerung der Axe nacb unten bin ein Lauf- 
gewicbt p. Als inneren Ring konnen wir bier den Rabmen C be- 
zeicbnen, welcber bei A und A' auf Scbneiden rubt. Den Biigel S 
konnen wir mit dem aufseren Ringe bei Foucault vergleicben. Er 
lafst sicb m der Hulse S verdreben und auf diese Weise in ein be- 

_ *) Dieselbe ist dem „Katalog mathem. Modelle, Apparate und Instrumented, 

deutschen Mathem.-Vereinig. berausgegeben von W. Dyck, 
ISTachtrag p. 79 entnommen. 
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lieWgGS Azimuth eiiistelleii; hei jedem eiuzeluen Versuohe ist er aher 
fest^ da die Reihung in der Hiilse jede selbstthatige Drehung des 
Btigels hindert. 

Man justiert den Apparat so, dafs die Axe A A' genau horizontal 
uhter eiuem heliehigen Azimuth gegeu den Meridian steht, hnd hringt 
zunachst durch zweckmafsiges Yersteilen der Schrauhesn vri und der 
Zusatzmassen uic' den Schwerpunkt von Sch^ungring und Rahmen in 



die Verbindungslinie der Schneiden A A', so dafs sich der bewegliche 
Teil des Apparates im neutralen Gleichgewicht beiindet. Dann bringt 
man das Laufgewicht p auf die am unteren Endo des Rahmens be- 
festigte Nadel und verwandelt dadurch die Neutralitat des Rleichgewichts 
in eine (geringe) Stabilitat. 

Nachdem der Schwungring einen grofsen Eigenimpuls iV bekommen 
hat (bei Grilbert 150 Umdrehungen in der Sekunde), beobachtet man, 
dafs sich seine Axe oscillatorisch von der Vertikalen entfernt und nachdem 
die Oscillationen abgestorben sind, uuter einer gewissen Keigung, welche 
unter anderem von dem Azimuth der Aufstellung abhangt, verharrt. 

Die Berechnuug dieser hfeigung und die Theorie des Yersuches 
wird wieder iiufserst einfach, wenn man an den Begriff des Deviations- 
widerstandes ankniipft. 
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Qualitatir koimen wir folgendemafsen sagen: Der in einer be- 
liebigen Vertikalebene beweglicbe Schwungring befiadet sich unter ganz 
ahnlicben Bedingungea wie der Scbwungring ini zweitea Foucaultsehen 
Versueb (s. oben unter b) oder c)).; urn seine Lage innerhalb der Ver- 
tikaiebene oder seine Stellung gegen die rotierende Erde festzuHalten, 
ware die tfberwmdung des Momentes E erforderlicb, welcbes die 
Verbindungslinie der Scbneiden AA! i;ur Axe hat. Da ein Gegen- 
moment — AT nicht ansgeiibt wird, bewegt sich der Schwangring 
SO; als ob ein Moment JT um die genannte Axe anf ihn einwirkt. 
Dieses strebt die Figurenaxe des Schwungringes der Drehaxe der 
Erde parallel zu steUen; es lenkt also die Schwungringaxe aus 
ihrer vertikalen Anfangslage nach derjenigen Richtung hin ab, in 
welche sich die Axe der Erdrotation auf die Bewegungsebene des 
Schwungringes projiziert. Aufser diesem Momente wirkt aber jetzt 
das Moment der Schwere, welches die Figurenaxe des Schwungringes 
nach der Vertikalen zuriicklenkt. Es wird mithin eine gewisse mittlere 
Lage zwischen der Vertikalen und der Projektion der Erdaxe geben, 
in welcher sich beide Drehmomente das Gleichgewicht halten und in 
welcher sich die Axe des Schwungringes demnach in Ruhe befindet. 

Dm die tlberlegung nach der quantitativen Seite zu rervollstan- 
digen, ist es nur notig; das Moment der Schwere M einerseits und das 
der Tragheitswirkung K andrerseits durch die an dem Apparat zu be- 
obachtenden Qrofsen auszudriicken. 

Es sei m die Masse des Laufgewichtes p und d sein Abstand vom 
Schwerpunkt des Schwungringes. Bedeutet % den Winkel; den die 
Figurenaxe des Schwungringes mit der Vertikalen bildet, von der Verti- 
kalen nach der Figurenaxe hin positiv gerechnet, so wird der Hebel- 
arm der Schwerkraft mg mo. die Axe der Schneiden d sin und daher 
das Moment der Schwere im Sinne des Winkels 
(1^) == — mgS sin 

Bei der Bestimmung des Deviationswiderstandes K gehen wir wieder 
von der Gl. (1) p. 175 auS, fiihren darin den Eigenimpuls N des 
Schwmignnges ein und setzen fUr v die Komponente der Erdrotation 
nach der Bewegungsebene des Schwungringes v — m cos A, wo A wie 
unter c) den Wmkel zwischen der Erdaxe und dieser Ebene bedeutet. 
Wir erhalten so, wenn wir noch ein Glied von der verhaltnismafsigen 
GrofseUorduung Aco/N wie oben streichen: 

jS"— — Woj cos A sin <&■. 

-O’ mi&t hierbei den Winkel zwischen der Projektion der Erdaxe auf 
die Bewegungsebene des Schwungringes und der Figurenaxe des letzferen; 


0 

mg. 112. 


§ 9. Der Nacliweis der Erdrotation durch die Kreiselwirkung. 756 

Ton jener naeh dieser liin positiv gereclinet. In dem gleiclieii Sinne ■ 
wie » wird das Moment K gereclinet. Fiihren wir nocli den Winkel 
ji ein, den die Projektion der Erdaxe auf die Bewegungsebene mit 
der Vertikalen bildet, ebenfalls von jener nacb dieser bin positiv ge- 
recbnet, so baben wir & {i + x und konnen sebreiben: 

K = — N.m (cos % cos X sin ^ 4- sin % cos X cos ft), 

Hier smd die Produkte cos )L sin ft nnd cos X cos ft durcb Grrofsen aus- 
zudriicken, die der Messung direkter zuganglicb sind als die Winkel 
X und ft . Wir wablen als solcbe^die geographiscbe 
Breite 93 des Beobacbtungsortes und den Winkel cc 
(< 180°), den die Bewegungsebene der Pigurenaxe m’it /V 1 

dem Meridian des Beobacbtungsortes biidet. Auf der 

nm den Mittelpunkt des Scbwungiinges bescbriebenen \ 1 

Einbeitskugel markieren wir uns (vgl. Fig- 112) ibren \ i 

Scbnittpunkt V mit der Vertikalen, ibren Scbnitt- Vi 

punkt P mit der Parallelen zur Erdaxe und endlicb 

den Punkt Q, der der Projektion der Erdaxe auf die 0 

Bewegungsebene des Scbwungringes entspricbt. Das 

entstebende spbariscbe Dreieck FQV ist bei Q recbtwinklig. Seine 

Hypotenuse betragt 3t/2 — (p, seine Katbeten sind X und ft. Der 

Winkel bei F ist gleich a. Nacb der Neperscben Eegel gelten die 

beiden Grleicbungen: 

sin 93 = cos X cos ft , 

cos tt == tg 93 tg ft, 

aus welcben durcb Multiplikation folgt 
{12') cos a cos 93 = cos X sin ft. 

Setzen wir die in (12) und (12') bestimraten Werte von cos X cos ft 

und cos X sin ft in (11) eiu, so ergiebt sicb 

(^13 ) jK: = ^ Wflj (sin X sin 93 + cos % cos 93 cos a). 

Wir konnen nun sowobl die Gleicbgewicbtslage wie das Be- 
wegungsgesetz der Scbwungringaxe in einfacbster Weise bestimmen. 

Im GleichgewicU befindet sicb die Axe des Scbwungringes, wenn 
die beiden Momente M und K einander aufbeben. Zur Bestimmung 
der Gleicbgewichtslage dient daber die Gleicbung M = K. Bezeichnen 
wir mit Xo denjenigen Wert von x? welcber der Gleicbgewicbtslage ent 
spricbt, so baben wir nacb (10) und (13) zur Bestimmung von Xo 

Gleicbung: s 

mg 8 sin Xo Wco (sin Xo sm 93 + cos cos 93 cos a) 

Oder 

N(0 COB op 

Xo “ Aco sin ^ ‘ 
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Allgemeiner finden wir die Bewegungsgleichung der Scliwungrmgaxe, 
wenn wir dae Produkt aus dem Tragheitsmomeiit der bewegten Teile 
^ die Bescbleunigung des Winkela oder, was dasselbe bedeutefc, des 
Winkels % gleich der Differenz der wirkenden Momente setzen. 1st J. 
das aqnatoriale Tragbeitsmoment des Scbwungrmges und das Trag- 
eitsBaoment des Rahmeiis urn die Verbiadungslinie der Schneiden, so 
kommt bei der Anderang des Wiukels % die Summe A -f + md* 
m Betracht. Die Bewegungsgleichung wird hiernach 

Oder naeh (10) und (13) 

{A A- A^ a- % = — (Na} sin <p — mgd) sin x~ Nat cos g) cos cc cos % 

Wir schreiben hierfiir bequcmer, indem wir die Dejanition von y„ be- 
riicksichtigen : 

(15) (AAA^A w d*)x =-]/ (ATo) sin (p— mg^y + (iV® cos 9 cos ccysm (x—Xo)- 

AucL. dies© Gleichung laXst sich ersichtlich mit der Bewegungsglei- 
chuiig eines gewohnlichen Pendels in Parallel© setzen (s. oben Gil. (4 )). 
Die korrespondierende PendeUange wird nach Analogic von Grl (5) 

1 1= . A A + 

y(iv=6> sin qp — mlg&y -}- (Nod cos qp cos «)* 

Die Axe des Barogyroskops oscmiert also um die Gleichgewichtslage 
Xc mit derjenigen Schwingimgsdauer, welche der soeben definiertL 
PendeUange I entspricht. Mit Riieksicht auf die Reibung an den 
Schneiden werden die OsciUationen allmahlich absterben, und wird die 
schliefshche Ruhelage mit der Gleichgewichtslage Xo zusammenfallen. 

Die Pormeln (14) und (15) legt Gilbert der Berechmmg und 
Dimensiomerung seines Apparates zu Grunde. Die Gilbertsche Ab- 
leitung*) dieser Formeln ist wieder wesentlich komplicierter wie die hier 
gegebene. Wir diskutieren das Resultat in naheliegender Weise. 

ISTach Gl. (14) hangt die Neigung Xo von dem Azimuth der Auf- 
stellung ab und wird z. B. gleich hTiill, wenn cc — jt/2 ist, d. h. wenn 
die Verbindungslinie der Schneiden AA' in dem Meridian liegt. Letzteres 
folgt nnmittelbar auch daraue, dafs bei dieser Stellung des Apparates 
die Projektion der Erdaxe auf die Bewegungsebene der Schwungring- 
axe mit der Vertikalen zusammenfallt, dafs also in diesem Palle beido 
Moment© M und A die Sohwungringaxe gleicherweise in die Vertikale 
emzustellen bestrebt sind. Umgekehrt wird man, um eine moglichst 

T^- mehrfach cit. Arbeit: Memoire, sur I’application, § XVni, OH. (153) 

Die Rosulfcate smd znsammengestellt in dem ebenfalls cit. Katalog mathem Mo- 
delle etc. Nachtrag p. 78 . , 
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deutKche Ablehlmiig zu erbalten, die VerbrndungBlmie der Schnei- 
den senkrecht gegen den Meridian ricbten, die Bewegungsebene der 
Scbwungringaxe also mit der Meridianebene zusammenfallen lassen. 
Innerbalb dieser Bbene wird die am unteren Ende des Scbwnngringes 
befestigte Nadel nacb Sdden oder nacb Norden abweicben, je nacbdem 
dieses Ende nacb der Ausdracksweise von p. 734 ein Stidpol oder ein 
Nojrdpol ist, d. b. je nacbdem die tJmdrebung des SebwungringeB um 
die Nadel in dem entgegengesetzten oder in demselben Sinne erfolgt, 
wie die Erdrotation um den Nordpol der Erde. 

Im tibrigen zeigt Gl. (14)^ dafs die Starke des Ausscblages nur 
von dem Verbaltnis mgdINco abhangt, und dafs man den starksten 
Ausscblag, namlicb einen vollen recbten Winkel, erbalten wiirde^ wenn 
man dieses Verbaltnis gerade gleicb sin 9 wablt. Andrerseits lebrt 
aber Gl. (15), dafs diese Wabl praktiscb nicbt die vorteilbafteste ist, 
(ganz abgeseben davon, dafs die Auflagerung des Rabmens auf den 
Scbneiden einen so grofsen Ausscblag unmoglicb macben wiirde). 
Die Lange des korrespondierenden matbematischen Pendels wiirde dann 
namlicb 

2 ff (A. ■-(- 

Nm cos rp cos « 

und die zugeborige halbe Scbwingungsdauer jRir binreicbend kleine 
Sobwankungen um die Gleicbgewicbtslage 


t = z 


V' 


A -|- in <J* 
No) cos (p cos a 


betragen. Zum Zwecke eines ungefabren l&berscblagee moge der 
fiir die Grofse des Ausscblags giinstigste Pall cosa~l, cos g) = 1 
(Beobacbtung im Meridian imter dem Aquator) vorausgesetzt werden; 
ferner moge das Tragheitsmoment G des Scbwungringes, welches etwa 
doppolt so grofs ist, wie das aquatoriale Tragheitsmoment A desselben, 
beispielsweise gleicb A + A^ -i- md^ angenommen werden. Bezeichnet 
n die TJmdrehungszabl des Scbwungringes in der Sekunde, so hat man 
N =2% Gn und 


^ ^ ^ W 

27 en<o’ r innm 

Bei Gilbert ist (s. obeii) n — 150; der Wert von <0 betragt in Sekun- 
den 2zl24i • 60 • 60; mithin wird ^zna ungefahr gleicb 10/144 und 
I == 144 m , T = 12 sec. 

Diese Scbwingungsdauer ist unerwiinscbt lang, da die Beobacbtung auf 
die ersten Minuten nacb Ingangsetzen des Scbwungringes bescbrankt 
werden mufs und da man bereits in dieser Zeit ein Urteil uber die 
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definitive Grleichgewichtslage des Sciiwuiigringes gewinnen ■will. Auch 
wiirden die starken Scliwankungen de^ Schwungringaxe (in dem vor- 
ausgesetzten Falle betragt die Amplitude der Schwankung einen rectteii 
Winkel) fiir die Beobachtung der mittleren Grleichgewichtslage unbequem 
sein, Es kommt hinzu, dafs unser Wert von r nur fiir binreicHend 
kleine Scbwmgungsamplituden gilt, dafs dagegen bei den in "anserem Bei- 
spiel in Betracht kommenden bedeutenden Amplituden die Scbwmgungs- 
dauer entsprecbend langer ausfallen wiirde, Immerbin zeigt unsere 
Recbnung, dafs man die Starke der Ablenkung aus der Vertikalen 
diircb geeignete Wabl der Unistande beliebig steigern und je nacb Be- 
darf regulieren kann. 

Crilbert selbst recbnet folgendes Zablenbeispiel: 9 ) :?= 48° 50' 39" 
a =?= 0 °, n == 200 , w = 0,79 gr, d == 5 cm; mit Riicksicht auf die Ab- 
messungen von Scbwungring und Rabmen ergiebt sicb 
jKo=-7°3riO", r==3,76Sek 

Hierbei ist also auf einen sebr grofsen Wert der Ablenkung verzicbtet 
worden zu Gunsten einer Verkleinerung der Scb'wingungsdauer und der 
damit zusammenbangenden bequeineren Beobacbtung der scbliefslicben 
Gleicbgewicbtslage. 

Die Gilbertsobe Anordnung scheint gegeniiber der urspriinglichen 
Foucaultscben mancbe Vorziige zu baben. In dem Laufgewicbte p und 
seinem Abstande d vom Sebwerpunkt des Scbwtiagringes bat man 
gewissermafsen einen Parameter zur Verfiigung, den man in einer fiir 
die Beobacbtung gdnstigen Weise wablen kann. Indem man die Ver- 
baltnisse so einricbtet, dafs die scbliefsliche Gleicbgewicbtslage in der 
Kabe der Vertikalen liegt, eiiminiert man mancbe Beobacbtungsfebler, 
die bei grofsen Ausscblagen auftreten wiirden. Eemer werden die 
unvermeidlicben Pebler bei der Centrierung der bewegten Massen, die 
fiir das Eoucaultscbe Gyroskop sebr storend sein diirften, durob die 
absicbtlicbe Hinzufiigung des DT)ergewiebtes p fur das Barogyroskop 
relativ belanglos. Uber die quantitative tlbereinstimmung zwiscben 
Tbeorie und Beobacbtung macbt indels Gilbert ebenso wie seinerzeit 
Foucault in der mebrfach genannten Abbandlung keine naberen 
Angaben. 

Absicbtlicb baben wir in der vorangehenden Darstellung die wabr- 
scbeinlicben Peblerquellen und die Prage nacb einer mogbcben quanti- 
tativen Bestatigung starker betont, als dies in den Lebrbiicbern der 
Mecbanik sonst iiblicb ist. Scbeint docb das vorliegende Beispiel vor- 
ziigbcb geeignet, zu zeigen, wie weit der Weg ist, der sicb zwiscben 
der gedanklicben Erfassung eines dynamiscben Vorganges und seiner 
Realisierung durcb bestimmte pbysikaliscbe Apparate debnt! 
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Foucault hatte in. geistvoUer Weise, mehr durch Intuition als durcli 
zwingende meclianisclie Scldus^e, das Verhalten des rotierenden Sch^ung- 
ringes an der Erdpberflaclie vorhergesagt. Um Ton da aus eein (xyroskop 
fertig zu stellen, war eine angestrengte Arbeit yon actt Monaten notig. 
Trotz der aufgewandten Muhe und trotz der ungewohnlichen experimen- 
tellen Begabung Foucaults ddrfte der Apparat nur gerade an derjenigen 
Grenze stehen, bei welcher eicb die nacbzuweisende mecbanische Wabr- 
keit aus den Storungen und Beobacbtungsfelilern eben berauszubeben 
beginnt. Wie mifstrauiscb Foucault selbst gegen die Angaben seines 
Apparates sein zu mussen glaubte, gebt aus einer Bemerkung in den 
oben cit. „Instruotion8" bervor: Man durfe nicbt eber iiberzeugt sein, 
dafs die beobacbtete Ablenkung des Gyroskpps wirklicb in der Erd- 
drebung ibren Qrund babe, beyor man nicbt bei entgegengesetztem 
ITmdrebungssinn des Scbwungringes denselben Sinn der Ablenkung 
erhaiten babe. Es scbeint biernacb, dafs nicbt einmal der Sinn der 
Ablenkung liber alien Zweifel erbaben war; dafs die Grofse derselben 
sicb mit einiger Genauigkeit ricbtig ergiebt, scbeint umso zweifel- 
bafter, besonders wenn der Versucb von einem weniger gewiegten 
Experimentator als Foucault gemacbt wird. 

Giinstiger dilrften aus den oben genannten Grtinden (Fortfall der 
Notwendigkeit einer besonders genauen Centrierung, Auswabl be- 
quemer Versucbsbedingungen durcb geeignete Bestimmung des Gber- 
gewicbtes) die Obancen bei dem Barogyroskop steben. Indessen ware 
auch bier nocb der wirklicbe experimentelle Hacbweis erforderlicb, 
dafs die Feblerquellen die Grofse der zn beobacbtenden Ablenkung 
nicbt zu sebr entstellen, ein Nacbweis, den wir bei Gilbert yergeblicb 
sncben. 

Bei einer Wiederbolung der Foucault’schen oder Gdbert’scben 
Versuobe wbrde man wobl jedenfalls elektromagnetiscben Antrieb des 
Scbwungringes einfiihren und dadurch die Mifslicbkeiten ausscbalten, 
die aus der allmablicbea Verlangsamung der Eigenrotation bervorgeben. 
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